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本 书 主要 讲述 电磁 场 与 电磁 波 的 基本 理论 和 分 析 方法 。 具 体内 容 包 
括 : 电磁 场 的 数学 与 物理 基础 知识 ， 尊 电场 ， 人 恒定 电 场 ， 恒 定 磁场 ， 时 变 
电磁 场 ， 正 弦 平 面 电磁 波 的 传播 ， 导 行 电磁 波 ， 电 磁 辐 射 ， 工 程 电磁 场 数 
值 分 析 初 步 。 静 电场 部 分 主要 突出 边 值 问题 的 建立 及 其 求解 ， 尤 其 对 镜像 
法 做 了 较为 详尽 的 介绍 ; 时 变 场 部 分 主要 对 均匀 平面 电磁 波 的 传播 规律 、 
电磁 波 的 极 化 特性 、 电 磁 能 量 的 传播 、 反 射 与 折射 规律 等 进行 了 详细 讨 
论 ; 最 后 简单 介绍 了 工程 上 常用 的 两 种 电磁 场 数值 分 析 方法 ， 为 后 续 专业 
课程 的 学 习 莫 定 初步 基础 。 

本 书 在 叙述 上 由 浅 人 深 、 循 序 渐进 ， 强 调理 论 与 工程 实际 相 结合 ， 
养 学 生 建立 场 的 思维 方式 、 学 会 应 用 场 的 方法 分 析 电磁 现象 。 

本 书 可 作为 高 等 院 校 电气 、 生 物 医学 工程 、 自 动 化 、 电 子 信息 、 通 
信 、 微 波 工程 等 电 类 工程 专业 的 本 科教 材 ， 也 可 供 有 关 工 程 技术 人 员 参 
考 。 

本 书 配 有 免费 电子 课件 ， 欢 迎 选用 本 书 作 教材 的 老师 登录 
www. cmpedu. сот 下载 或 发 邮件 到 yu57sh@ 163. сот 索取 。 
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电磁 场 与 电磁 波 理论 是 电气 、 生 物 电 磁 工 程 、 自 动 化 、 电 子 信息 、 通 信 、 
微波 工程 等 电 类 工程 专业 的 最 重要 的 专业 基础 课程 之 一 。 通 过 本 课程 的 学 习 ， 
可 以 为 后 续 专业 课 (诸如 电机 学 、 高 低压 电器 、 微 波 技术 等 ) 的 学 习 以 及 从 事 
电磁 工程 研究 英 定 必要 的 基础 。 

在 多 年 的 教学 实践 中 ， 作 者 发 现 学 生 虽 然 在 学 习 本 课程 之 前 学 过 数学 中 的 
场 论 ， 但 是 仍然 不 能 将 场 论 的 方法 与 电磁 理论 有 机 地 结合 起 来 ， 也 就 是 说 ， 不 
能 很 好 地 建立 “ 场 ” 的 概念 ， 以 “ 场 ” 的 思维 建立 电磁 理论 数学 模型 。 所 以 ， 
本 书 第 1 章 即 回顾 、 归 纳 物理 电磁 学 已 有 的 电磁 场 基础 知识 ， 以 及 进一步 学 习 
电磁 场 电磁 波 理论 所 需要 的 标量 场 和 矢量 场 分 析 的 方法 、 定 理 、 定 律 ， 帮 助 学 
生 用 “ 场 ”的 世界 观 建立 场 论 与 电磁 场 麦克 斯 志方 程 之 间 的 联系 ， 明 确 电 磁场 
分 析 中 的 两 个 重要 定理 一 一 交 姆 霍 效 定理 和 唯一 性 定理 的 内 容 与 作用 ， 为 利用 
场 的 方法 分 析 后 续 各 章 电 磁 规律 莫 定 必要 的 数学 基础 。 

在 随后 的 各 章 分 析 中 紧 紧 围绕 玄 姆 霍 效 定理 与 唯一 性 定理 分 别 进 行 ， 其 中 
对 于 静电 场 、 恒 定 电 场 、 恒 定 磁场 这 三 章 静 态 场 部 分 采用 了 分 析 、 对 比 的 方法 
进行 讨论 与 总 结 ， 主 要 突出 边 值 问题 数学 模型 的 建立 方法 ， 归 纳 总 结 边 值 问 题 
的 求解 规律 ， 尤 其 对 镜像 法 做 了 较为 详尽 的 介绍 。 

后 面 第 5 ~8 章 分 别 介绍 了 时 变 电 磁场 、 正 弦 平 面 电磁 波 的 传播 、 导 行 电磁 
波 、 电 磁 辐 射 。 时 变 场 部 分 重点 对 均匀 平面 电磁 波 的 传播 规律 、 电 磁 波 的 极 化 
特性 、 电 磁 能 量 的 传播 、 反 射 与 折射 规律 等 进行 了 详细 讨论 ; 第 9 章 工程 电磁 
场 数值 分 析 初步 简单 介绍 了 工程 上 常用 的 两 种 电磁 场 数值 分 析 方 法 ， 为 后 续 专 
业 课 程 的 学 习 英 定 初 步 基础 。 

河北 工业 大 学 电磁 场 课题 组 早 在 20 世纪 70 年 代 就 开展 了 电磁 场 数值 计算 与 
电磁 场 磁 技 术 应 用 的 研究 ， 是 我 国 开展 此 类 研究 最 早 并 取得 重大 成 果 的 著名 学 
术 团 队 之 一 。 本 书 在 颜 威 利 教授 组 织 、 指 导 下 历经 两 年 时 间 完 成 ， 初 稿 完成 后 
在 信息 学 院 与 电气 学 院 不 同 专业 的 两 届 学 生 中 使 用 ， 在 征求 学 生意 见 的 基础 上 
做 了 相应 的 修正 。 

作者 结合 多 年 电磁 场 课程 的 教学 经 验 和 从 事 电磁 场 理论 与 应 用 研究 的 成 果 ， 
从 读者 学 习 和 掌握 知识 的 规律 出 发 ， 对 全 书 章节 和 具体 内 容 进行 了 精心 安排 ， 
力图 体现 联系 现代 电磁 场 理论 前 沿 、 贴 近 工 程 实践 、 方 便 读者 自学 的 特点 ， 使 
本 书 在 体系 上 有 所 创新 。 

作为 专业 基础 课程 的 教材 ， 本 书 对 涉及 的 概念 、 原 理 、 定 律 和 相应 的 数学 
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表达 式 均 给 出 了 明确 的 定义 和 说 明 。 精 心 设计 了 大 量 的 例题 ， 以 加 深 读者 对 电 
磁场 理论 的 理解 ， 提 高 学 生 分 析 和 解决 电磁 场 典型 问题 的 能 力 。 

本 书 共 分 为 9 章 ， 张 惠 娟 教授 编写 第 1、2、6 章 ， 杨 文 荣 教授 编写 第 3、4、 
9 章 ， 李 玲玲 教授 编写 第 5、8 章 ， 赵 全 明教 授 编写 第 7 E, BRA, ERER 
士 编写 各 章 习题 。 全 书 由 张 惠 娟 教授 统 稿 。 加 * 号 的 部 分 为 选 学 内 容 。 

在 本 书 的 写作 过 程 中 ， 颜 威 利 教授 对 书稿 进行 了 仔细 的 审阅 并 提出 了 许多 
宝贵 的 修改 意见 ， 在 此 谨 向 颜 威 利 教授 表示 庄 心 的 感谢 。 此 外 ， 作 者 在 写作 中 
参考 了 大 量 国内 外 著名 的 教材 与 参考 资料 ， 在 此 谨 向 这 些 作者 表示 诚 压 的 谢意 。 

由 于 作者 水 平 有 限 ， 书 中 难免 存在 错误 和 不 当 之 处 ， 敬 请 使 用 本 书 的 读者 
不 吝 赐 教 。 


作者 
2009 年 春 于 天 津 
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第 1 章 
电磁 场 的 数学 与 物理 基础 知识 


古语 说 :“ 工 和 欲 善 其 事 ， 必 先 利 其 器 " 。 场 论 是 电磁 场 分 析 必 不 可 少 、 而 且 是 强 有 力 的 
基础 工具 ， 因 此 本 书 开篇 第 1 章 将 简要 回顾 、 归 纳 电磁 场 学 习 所 需要 的 矢量 场 和 标量 场 分 析 
的 方法 、 定 理 、 定 律 ， 初 步 了 解 场 论 与 电磁 场 才 克 斯 韦 方程 之 间 的 联系 ， 为 后 续 各 章 利用 场 
的 方法 分 析 电 磁 规律 葛 定 必要 的 数学 基础 。 


11 ”电磁场 与 矢量 代数 


“ 场 ”是 一 种 世界 观 ， 用 场 的 方式 来 研究 自然 界 和 社会 现象 已 成 为 人 类 研究 自然 与 社会 
的 重要 方法 。 牛 顿 的 万 有 引力 定律 表明 ， 任 何 两 个 物质 之 间 都 存在 着 力 的 相互 作用 ， 而 这 种 
力 的 存在 并 不 需要 物体 之 间 的 接触 ， 承 载 这 种 作用 力 的 载体 就 是 场 〈field) ， 称 之 为 力 场 。 
正 是 由 于 这 种 场 的 存在 才 使 得 诸如 苹果 之 类 的 物体 和 人 类 一 样 被 地 球 吸 住 而 不 是 险 入 太空 。 
此 外 ， 还 有 温度 场 、 压 力 场 、 速 度 场 等 形形色色 的 场 。 同 样 ， 带 电 体 之 间 也 存在 着 特殊 的 作 
用 场 ， 这 就 是 电场 和 磁场 。 

一 个 确定 区 域 中 的 场 定 义 是 : 系统 中 某 物 理 量 在 该 区 域 的 一 种 分 布 。 如 果 被 描述 的 物理 
量 是 标量 ， 则 定义 的 场 被 称 为 标量 场 (scalar field); 如 果 被 描述 的 物理 量 是 矢量 ， 则 定义 的 
场 被 称 为 矢量 场 〈vector field) 。 例 如 ， 大 家 已 经 十 分 熟悉 的 电位 是 一 个 标量 场 函数 ， 对 一 
个 指定 了 参考 电位 点 的 系统 而 言 ， 空 间 任 一 点 的 电位 相对 于 参考 电位 点 或 高 或 低 或 正 或 负 
均 有 一 个 确定 大 小 的 电位 值 与 之 对 应 ， 所 以 说 电位 的 分 布 是 一 个 标量 场 ; 而 电场 强度 、 磁 场 
强度 等 物理 量 既 有 大 小 、 又 有 方向 ， 因 此 描述 它 的 场 就 是 矢量 场 。 

场 不 仅 具 有 空间 属性 ， 还 具有 时 间 属 性 。 如 果 一 个 物理 系统 的 状态 只 按 空间 分 布 ， 不 随 
时 间 变化 ， 也 就 是 说 ， 物 理 系统 的 状态 是 静态 的 ， 由 此 所 定义 的 场 也 是 静态 的 ， 这 样 的 场 称 
为 静态 场 ， 如 静电 场 、 恒 定 电场 、 恒 定 磁场 等 ， 如 果 一 个 场 的 场 量 不 仅 按 空间 分 布 ， 还 随时 
间 变化 ， 这 样 的 场 分 布 是 动态 的 ， 这 类 场 称 为 动态 场 或 时 变 场 ， 如 时 变 电 磁场 、 电 磁 波 等 。 

标量 场 可 用 标量 函数 来 描述 ， 矢 量 场 则 用 矢量 函数 来 描述 。 


1.1.1 矢量 及 其 表示 方法 


本 文 用 大 写 加 粗 的 黑 斜 体 字母 表示 矢量 ， 用 不 加 粗 的 斜体 字母 表示 标量 或 矢量 的 模 值 。 
如 任 一 矢量 4 可 用 其 大 小 和 方向 表示 为 


(С =аваззњазан 


А = Ае, (1-1) 
式 中 ,4 为 矢量 4 的 大 小 或 称 模 值 ) e, 为 矢量 4 的 单位 长 度 方向 ， 称 为 单位 矢量 (unit 
vector) 。 一 般 也 可 利用 矢量 4 及 其 模 值 4 表示 该 矢量 方向 的 单位 矢量 为 
А 
е = 2 (12) 
例如 ， 在 直角 坐标 系 中 ,矢量 4 的 三 个 分 量 分 别 表示 为 4.、4,、4,.， 利 用 三 个 单位 矢量 
e., e,, e, 可 以 将 其 表示 成 4=A.e. +А,е, +А,е, =Ае,, 其 中 


А,е, + A,e, + А,е, 
A= АЖА А е = тке (1-3) 
МА + Аї +A 


1.1.2 矢量 相 加 


矢量 相 加 (得 加 ) (vector addition) 要 遵循 平行 四 边 形 法 则 ， 矢 量 相 加 后 的 各 坐标 分 量 

是 每 个 矢量 对 应 坐标 分 量 之 和 ， 其 相 加 的 结果 仍 是 矢量 。 如 
А +В = (А, +B,)e, + (А, + В,)е, + (А, + В,)е, 

与 标量 的 加 减 运算 相对 应 ， 有 时 也 用 “矢量 的 加 减 运算 ”来 表示 两 个 矢量 之 间 的 登 加 

运算 。 一 个 矢量 4 = 4e， 与 之 大 小 相同 、 方 向 相反 的 矢量 应 写作 
-A =А(-е,) 
即 表 明 该 矢量 的 大 小 是 “4"， 方 向 为 “ -es"。 这 样 两 个 矢量 4 、 有 8 相 减 (vector subtrac- 
tion) 即 为 4 矢量 与 〈 -В) 矢量 的 相 加 ， 即 
А-В=А+(-В) = (А, – В,)е, + (А, - В,)е, + (A, - В,)е, 
矢量 的 全 加 在 电路 理论 的 相 量 分 析 中 也 有 应 用 ， 只 是 表示 方法 略 有 不 同 。 
类 似 的 ， 一 个 矢量 与 一 个 标量 a 实数) 相 乘 ， 可 写作 
QA = aA,e, + aA,e, + оА,е, = оле, 

车 a >0， 则 矢量 од 与 原 矢 量 4 同方 向 ， 大 小 是 原 矢 量 4 的 a 倍 ， 若 a<0， 则 模 值 是 

原 矢量 4 的 |a| 倍 不 变 ， 方 向 与 原 矢量 4 相反 。 


1.1.3 矢量 的 乘积 运算 


两 个 标量 а 与 b 相 乘 ， 标 量 参数 之 问 可 用 “ x ”号 、““' ”号 或 什么 符号 也 不 加 ， 都 代 
表 二 者 之 间 的 倍数 关系 ， 即 
ахь = аЬ = ab 
两 个 矢量 之 间 用 “ x” 号 和 “。 ”号 分 别 表示 叉 积 和 点 积 两 种 不 同 的 运算 形式 ， 而 两 
个 矢量 之 间 无 任何 符号 并 列 放置 则 无 任何 意义 这 是 由 矢量 的 性 质 决定 的 。 可 见 矢量 的 运算 
要 比 标量 的 运算 更 复杂 ， 要 注意 区 分 。 
1. 矢量 的 标量 积 
任意 两 个 矢量 4 与 B 的 标量 积 (scalar product) ， 仍 然 是 一 个 标量 ， 它 等 于 两 个 矢量 的 
大 小 与 它们 夹 角 的 余弦 之 乘积 ， 记 为 
A + В = АВсоѕ (1-4) 
标量 积 又 称 为 点 积 或 内 积 ， 其 物理 意义 为 一 个 矢量 在 另 一 个 矢量 上 的 投影 与 另 一 矢量 大 
小 的 乘积 。 显 然 ， 相 互 垂直 的 矢量 之 间 投 影 为 零 。 由 此 不 难得 出 结论 ， 如 果 两 个 大 小 不 为 零 
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的 矢量 的 标量 积 为 零 ， 则 二 者 一 定 相互 垂直 。 或 者 说 ， 两 个 相互 垂直 的 矢量 其 点 积 一 定 等 于 
F. 例如， 直角 坐标 系 中 的 单位 矢量 有 下 列 关 系 式 : 
е, е, = е, "е, = е, е, = 0 
е, е, = е, "е =е, "е, = 1 
任意 两 矢量 A、B 的 标量 积 ， 在 直角 坐标 系 下 用 矢量 的 三 个 分 量 表 示 则 为 
А-В = А,В, +А,В, + А,В, 
标量 积 服从 交换 律 (commutative law) 和 结合 律 (associative Іам), ， 即 
А-В=В.А (1-5) 
A-(B+C)=A-B+A-C (1-6) 
2. 矢量 的 矢量 积 
两 个 矢量 4 5 В 的 矢量 积 (vector product) 还 是 一 个 矢量 。 矢 量 积 的 大 小 等 于 两 个 矢量 
的 大 小 与 它们 夹 角 9 的 正弦 之 乘积 ， 一 般 规定 |6|< 站 。 矢 量 积 的 物理 意义 为 两 个 矢量 所 构 
成 的 平行 四 边 形 的 面积 ， 其 方向 垂直 于 矢量 4 与 B 组 成 的 平面 ， 记 为 
С = А xB = ABsingec (1-7) 
3 个 矢量 之 间 的 方向 符合 右手 螺旋 法 则 : 伸 出 右手 ， 四 指 指向 4 (ЖЖ) 矢量 的 方向 ， 
从 A 矢量 沿 着 小 于 180° 的 方向 向 B( 乘 ) 矢量 的 方向 旋转 ， 拇 指 所 指 的 方向 即 为 C〈 乘 积 ) 
矢量 的 方向 。 该 法 则 可 用 单位 矢量 ee ез. ес 表示 为 ec =е, Xero 
矢量 积 又 称 为 叉 积 (cross product) 。 如 果 两 个 不 为 零 的 矢量 的 叉 积 等 于 零 ， 则 这 两 个 矢 
量 必然 相互 平行 。 或 者 说 ， 两 个 相互 平行 的 矢量 其 又 积 一 定 等 于 零 
例如 ， 直 角 坐 标 系 中 的 单位 矢量 有 下 列 关系 式 : 
е. хе, = е,,е, хе, =е,,е, хе, = er 
е, хе, = е, хе, = е, хе, = 0 


矢量 A、B 的 叉 积 在 直角 坐标 系 下 可 用 行列 式 形式 展开 为 


е. е, е, 
АхВ=|А, A, А, (1-8) 

В, В, В, 

矢量 的 叉 积 不 服从 交换 律 ， 但 服从 结合 律 ， 有 
AxB=-BxA (1-9) 
Ax(B+C)=AxB+AxC (1-10) 
如 
е, хе, =-е,,е,хе, =-е,, ехе, =-е, 


在 磁场 分 析 中 经 常 要 利用 电流 矢量 和 上 距离 矢量 的 叉 积 判断 磁场 的 方向 ， 因 此 要 熟练 掌握 
利用 右手 螺旋 法 则 判断 矢量 叉 积 的 方向 这 种 方法 。 
3. 矢量 的 混合 积 与 三 重 积 
矢量 4 SREB xC 之 间 的 乘积 也 分 为 点 积 和 叉 积 两 种 运算 形式 ， 其 中 点 积 4 * (В x С) 
称 为 三 个 矢量 的 混合 积 或 标量 三 重 积 ， 其 运算 性 质 为 
А+(ВхС) = В. (СхА) = С: (А х В) (1-11) 
其 大 小 等 于 三 个 矢量 构成 的 空间 六 面体 的 体积 。 在 直角 坐标 系 下 可 用 行列 式 形式 展开 为 
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А, А, А, 
4.(BxC) = |В, B, B, (1-12) 

G б;-6, 
矢量 4 与 矢量 BxC 之 间 的 叉 积 4 х (B x С) 称 为 三 个 矢量 的 三 重 积 ， 其 运算 可 展开 为 
A x (B x C) = (А-С)В-(А-В)С (1-13) 


1.2 EZERA 


为 了 分 析 场 在 空间 中 的 分 布 和 变化 规律 必须 引入 坐标 系 。 一 般 常 根据 被 研究 对 象 的 几何 
形状 的 不 同 采用 不 同 的 坐标 系 ， 使 问题 得 到 简化 。 设 正 交 曲 面 坐标 系 中 三 个 坐标 变量 分 别 为 
шу u, из, ЮРЕ 1-1 所 示 ， 空 间 任意 一 点 的 坐标 即 由 三 个 相互 垂直 的 曲面 描述 ， 三 个 曲面 
的 法 向 即 为 其 基本 单位 坐标 矢量 e, 、e: e, 且 构 成 右手 系 (right-handed set) е, xe, =€; 

电磁 场 分 析 中 经 常 要 用 到 矢量 的 线 积分 、 面 积分 ， 标 量 的 体积 分 等 ， 因 此 ， 有 必要 讨论 


其 相应 的 微分 元 。 
矢量 线 元 定义 为 
4 = ае, + dle, + dle, (1-14) 
数学 上 把 长 度 元 与 坐标 元 之 比 定义 为 拉 梅 (Lame) 系数 ， 或 称 度量 系数 ， 表 示 为 
а, | 
Ын (1-15) 
利用 拉 梅 系数 可 将 矢量 线 元 表示 为 
dl = hidue + ћ,аи,е, + hdue, (1-16) 
矢量 面积 元 定义 为 


dS = 45е, + dS,e, + 45,е; 
其 中 ,标量 面积 元 dS, 45,, dS, 分 别 对 应 垂直 于 单位 坐标 矢量 e е. е, 的 三 个 曲面 ， 当 
各 长 度 元 足够 小 时 可 将 曲面 六 面体 近似 看 做 正六 面体 ， 因 此 有 
dS, = 4,4, dS, = dlidl,, dS, = dl,dl, 


利用 拉 梅 系数 表示 矢量 面 元 为 
dS = h,hydu,du,e, + һ,һуйшйшуе, + һ,һ,ди,ди,е, (1-17) 
相应 的 ， 标 量 体 积 元 为 
dy = 41,41,41, = hihshydududus (1-18) 


ш 


dhadu Se = 
dls=hydus | diy=hyduy 4= уйи, 
/ dl=hdu 
=й уйи dl=h2duy | пш 
/ pr е 
ЖҮЗ u РА dm ы 


45-44, 45-а 45у-аһ41, 


图 1-! 正 交 曲 面 坐 标 系 及 其 微分 元 
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在 电磁 场 问题 中 ， 常 用 的 坐标 系 分 别 是 直角 坐标 系 、 圆 柱 坐标 系 和 球 坐标 系 。 

直角 坐标 系 用 三 个 相互 垂直 的 平面 来 描述 空间 任意 一 点 的 坐标 ， 如 图 1-2 所 示 ， 其 三 个 
单位 坐标 矢量 e 、ey е, 均 为 常 矢量 不 变 ，e, хе, =e,， 拉 梅 系数 均 为 1， 即 h, =h, =h, =1。 

圆柱 坐标 系 用 三 个 相互 垂直 的 曲面 来 描述 空间 任意 一 点 的 坐标 ， 其 中 两 个 为 平面 ， 分 别 
为 垂直 于 z 轴 的 平面 和 以 = 轴 为 旋转 轴 的 半 无 限 大 平面 ， 另 外 一 个 是 以 z 轴 为 轴 心 的 圆柱 面 ， 
如 图 1-3 所 示 。 三 个 曲面 中 只 有 垂直 于 z 轴 的 平面 的 法 向 不 变 ， 因 此 只 有 е, 为 常 矢量 ， 另 外 
两 个 坐标 矢量 e, е, 为 变 矢量 ， 其 方向 随 空间 位 置 的 改变 而 改变 ， 且 е, хе, =e,。 

球 坐 标 系 的 三 个 相互 垂直 的 曲面 中 一 个 是 球面 ， 另 一 个 是 以 = 轴 为 旋转 轴 的 平面 (或 球 
的 内 切 圆 平面 ) ， 第 三 个 是 以 = 轴 为 旋转 轴 、 球 心 为 锥 顶 的 圆锥 面 ， 如 图 1-4 所 示 。 三 个 曲 
面 的 法 向 均 随 空间 位 置 改变 ， 因 此 三 个 单位 坐标 矢量 e, е,, е, 均 为 变 矢量 ， 其 方向 随 空间 
位 置 的 改变 而 改变 ， 且 e, хе, =es。 为 了 方便 对 比 ， 将 三 种 坐标 系 下 的 拉 梅 系数 、 矢 量 线 
元 、 矢 量 面 元 、 标 量 体 元 等 列 在 表 1-1 中 。 


Tsingdd 
45у -rsingdrdd 


nN 
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45-ға іб 
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dS=r2singdbd4 
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#11 


常用 坐标 系 拉 梅 系数 、 矢 量 线 元 、 矢 量 面 元 、 标 量 体 元 


直角 坐标 系 


| 圆柱 坐标 系 


RERE 


а rsingdd 


rsing 
微分 元 图 例 
Мт -© <х< 5 О<=г< О=г< = 
хазин (x,y,z), =œ <у< om (ғ,ф,2),0=ф <2т (ғ,0.ф).0<0<т 
ш, шл, шу 
-® <:< 0 -0 <: <= 0=ф <2т 
е Аа 
ЛААНЫ О | e ARERR, е. еа) -区 为 变 矢量 
бв 均 为 党 矢量 最 ， 其 方向 其 方向 随 室 间 位 置 的 改变 而 


而 改变 


改变 


DRR hi, hz, hay 


矢量 线 元 
dl = hdwe 


haduzes + hyduzey 


+ 


dt =, де, +h,dye, +, е, 
=Фе, + фе, + dze, 


dl =һ,дге, +hydġe, +1, дзе, 
=dre +rddes + фе, 


ho =7, hy =rsing 


dt =h,dre, +hydbe, + hoddes 
пае, +rsingddey 


矢量 面 元 

dS, = һ,һуйиуйиуе, 
dS, = hyhy du, due 
dS, =hhadu duze 


dS, =ħ,h,dydze, = dydze, 
45, =h,h,dxdze, 


iy =h,h,dxdye, = dxdye, 


45, = һ„һ,дфаге, = rdġdze, 
dS, =h,h,drdzes = drdze, 
dS, =h,hodrdde, = rdrdġe, 


dS, =һ,һ„дөдфе, 
= 24104004, 
dS, =ħ,hydrdġe, 
=rsinĝdrdġe, 
sdrdbes =rdrdbey 


95, 


标量 体 元 
dV =h hahydus duz dus 


ЧУ =h,h,hydzdydz = дуб: 


dV =h, hohsdrdgds = rdrdġdz 


dV =h,hohodrdodg 
=Psingdrdbd 由 


1.3， 标 量 场 及 其 梯度 


1.3.1 标量 场 的 等 值 线 或 等 值 面 


对 于 不 均匀 标量 场 ， 空 间 各 点 的 标量 值 一 般 不 等 。 为 了 形象 地 描述 标量 场 的 分 布 规律 ， 
通常 把 某 一 标量 值 相 同 的 点 用 光滑 的 曲线 或 曲面 连 起 来 ， 这 些 点 构成 的 空间 曲线 或 曲面 称 为 
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标量 场 的 等 值 线 或 等 值 面 。 
一 般 按 相 同 标量 差 值 画 出 一 族 曲 线 〈 面 ) ， 根 据 等 值 线 分 布 的 朴 密 程度 即 可 定性 判断 空 
闻 标 量 函 数 的 分 布 规律 。 标 量 场 的 等 值 线 在 工程 及 日 常生 活 中 都 会 遇 到 ， 如 测绘 地 图 上 的 等 
高 线 、 天 气 预 报 图 中 的 等 温 线 等 。 
在 直角 坐标 系 下 标量 函数 O 的 等 值 线 (Т) 方程 可 写 为 
@(x,y,z) = С (1-19) 
式 中 ，C 为 任意 常数 。 取 不 同 的 常数 ， 即 可 得 到 一 族 等 值 线 〈( 面 ) 方程 。 
例 1-1 求 标量 场 = x* + 37” - = 通过 点 М(1, 0, 1) 的 等 值 面 方程 。 
解 点 M 的 坐标 是 x = 1, yo =0, z =1， 则 该 点 的 标量 数值 为 po =җ +37 -zo =0。 
因此 其 等 值 面 方程 为 
p=? +3у -z=C=0 
即 
z=x +3у 
在 一 般 工程 实际 中 ， 标 量 函 数 都 是 单 值 函数 ， 因 此 标量 函 
数 的 等 值 线 ( 面 ) 是 互 不 相交 的 。 
图 1-5 所 示 为 某 一 温度 场 等 温 线 分 布 的 等 标量 线 ， 从 图 中 
可 以 清楚 地 看 出 中 心 区 域 4 处 温度 最 高 ， 一 定 是 热源 所 在 区 间 。 
此 外 ， 东 南方 向 等 温 线 稀 琉 ， 西 北方 向 等 温 线 较 密 ， 说 明 东 南 
方向 温度 变化 慢 ， 西 北方 向 温度 变化 快 。 因 此 ， 若 某 人 位 于 中 
心 区 域 ， 如 和 欲 迅速 脱离 热源 ， 理 论 上 的 最 佳 路 径 一 定 是 沿 着 温 图 1.5 等 标量 线 
度 变化 最 快 的 4B 方向 ， 而 不 是 АС 方向 。 
由 此 可 见 ， 对 标量 场 的 变化 规律 的 分 析 也 是 非常 重要 并 具有 工程 实际 需要 的 。 


1.3.2 标量 场 的 方向 导数 与 梯度 


数学 上 为 了 描述 标量 场 函数 的 变化 情况 定义 了 方向 导数 ， 即 标量 函数 o 在 空间 P 点 沿 
某 一 方向 1 上 的 变化 率 


ap| -in 9(P') -е(Р) 
а, 08 А 
在 直角 坐标 系 中 ， 设 标量 函数 p(x,y,z) ХЕ Р(х, у, 2) 处 可 微 ， 则 有 
Ap = p(P') -p(P) = 2х + a2Ay + a2Az + 8AL 
дх 9; д: 
式 中 ， 当 Alo 时 50。 将 上 式 两 边 同 除 以 Al 并 令 Ao 取 极 限 ， 即 可 得 到 以 下 方向 导数 
的 计算 公式 : К 


әр а, а 
ЗР = apeosa ЭФ в + ageosy 
al әх ау аг 


ҖИ, cosa, cos, созу 为 1 方向 的 方向 余弦 。 

显然 ， 方 向 导数 与 方向 1 的 选择 密切 相关 ， 所 以 说 方向 导数 是 描述 标量 场 在 空间 变化 规 
律 的 重要 物理 量 。 

记 该 由 方 向 的 单位 矢量 为 e,， 可 知 
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e, = е,соѕа + е,созВ + е,соѕу 
定义 标量 函数 р 的 梯度 (gradient) 为 


ap др ар 


dp = е, £ +e, Ё +е, 1-20 
本 (1-20) 


梯度 为 矢量 ， 其 方向 为 标量 场 增加 最 快 的 方向 ， 其 大 小 表示 标量 场 的 最 大 增加 率 。 
若 引入 矢 性 微分 算 子 9， 它 在 直角 坐标 系 中 可 表示 为 


V= e+e, д. °, ®- 
Әх ду az 
则 梯度 可 表示 为 
Vo =e, 2 е2 ед 
д: ду дг 
此 时 ， 方 向 导数 可 改写 成 
д 
т = Veo:e 


矢 性 微分 算 子 Y 读 作 “nabla” 或 “del" ，V 又 称 为 哈密 尔 顿 (Hamiton) MF, HAF 
具有 双重 属性 。 作 为 算 子 ， 它 对 其 后 面 的 函数 作 微分 运算 ， 同 时 它 又 是 一 个 矢量 ， 必 须 符 合 
矢量 的 运算 规则 。 

广义 正 交 曲面 坐标 系 中 梯度 的 展开 式 为 
在 圆柱 坐标 系 中 拉 梅 系数 为 六 =1，hs =г, А, =1， 因 此 梯度 的 展开 式 为 
Lie, + ap 


(1-21) 


Ve = Ve, + 


әг' тдф* 8z (к) 
球 坐标 系 中 拉 梅 系数 为 =1，h =r，h。 =rsing， 其 梯度 展开 式 为 
Vora PR A -l e (123) 


r е, е a 
ðr г д0 rsing дф 
#112 Жи = zz +y ERMO, 1, 2) 处 沿 1=e, +2e, +2е, 方向 的 方向 导数 及 梯度 。 
解 1 方向 、 点 M(1, 1, 2) 处 的 方向 余弦 为 


кА 1 Тыз 2 аа 2 2 
сова = = 二 ,coag = = £ cosy = Е 
М2 +272 3 М2 +27427 3 Aarre 3 


由 梯度 公式 (1-20) 可 求 得 该 点 的 梯度 为 


УФ, = (6.22 +22 +e, е) 
әх ду д: 


= (2xze. + 2уе, + эёе,) |u = 4, + 2е, +e, 
м 


因此 该 点 的 方向 导数 为 
z Ё = Vo:ely = 96а + боор + ecosy 210 


例 1-3 ЖАЙ Ф(г,0,ф) = Е 的 梯度 ， 式 中 К, 为 常数 。 
解 ”由 球 坐标 梯度 展开 式 〈1-23) ,可 得 
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тр с аба 19е, 2 E 
аге tr 90 Р Е 
标量 场 的 梯度 函数 建立 了 标量 场 与 矢量 场 的 联系 ， 这 一 联系 使 得 某 一 类 矢量 场 可 以 通过 


标量 函数 来 研究 ， 反 之 也 可 以 通过 矢量 场 来 研究 标量 场 。 


14 矢量 场 的 通 量 、 散 度 与 高 斯 散 度 定理 


141 矢量 场 的 矢量 线 


矢量 既 有 大 小 又 有 方向 ， 为 了 同时 描述 其 大 小 和 方向 ， 除 了 直接 用 矢量 的 数值 和 方向 来 
表示 以 外 ， 还 可 以 用 矢量 线 来 形象 、 定 性 地 描述 其 空间 的 分 布 规律 。 

若 矢量 场 中 一 条 曲线 上 每 一 点 的 切线 方向 与 该 点 的 场 矢 量 方向 重合 ， 则 称 该 曲线 为 矢量 
场 的 矢量 线 或 场 线 。 像 静电 场 的 电力 线 、 磁 场 的 磁力 线 、 流 速 场 中 的 流 线 等 ， 都 是 矢量 线 的 
例子 。 

设 矢 量 线 上 任 一 点 的 矢 径 为 !， 则 根据 矢量 线 的 定义 ， 必 有 

Axd=0 
在 直角 坐标 系 中 ， 矢 径 的 表达 式 为 
dl = dze, + дуе, + dze, 
因此 ， 矢 量 场 的 矢量 线 满足 微分 方程 


由 于 函数 的 单 值 性 ， 矢 量 场 的 矢量 线 也 是 一 族 互 不 相交 的 曲线 。 
例 1-4 求 矢量 场 4 = ауе, + xyey + гу'е, 的 矢量 线 方程 。 
解 矢量 线 应 满足 的 微分 方程 为 


A 
ху ду узт 
从 而 有 
ааа. 
ху ху sy yz 
解 之 得 
P -=C 
х = Cz 
式 中 ，C 为 常数 ， 矢 量 线 即 为 两 组 空间 曲面 的 交 线 。 
一 般 用 矢量 线 的 疏 密 来 表征 矢量 场 的 大 
小 ， 矢 量 线 上 每 点 的 切 向 代表 该 处 矢量 场 的 220 
方向 。 因 此 通过 矢量 线 的 空间 分 布 规律 即 可 = 
定性 判断 矢量 场 的 分 布 特性 。 图 1- 6 分 别 给 =? 
出 了 大 家 非常 熟悉 的 平行 板 电 容器 中 电力 线 a 平行 板 电容 器 电场 b) 无 限 长 直 导线 磁场 


和 无 限 长 直 导 线 周围 磁力 线 的 分 布 示意 图 。 “图 1-6 典型 电场 与 磁场 的 矢量 线 分 布 示 意图 
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对 应 图 1-6a， 电 场 不 均匀 分 布 ， 越 靠近 边缘 的 地 方 电力 线 越 稀 疏 ， 场 强 越 弱 ， 称 之 为 边缘 
效应 。 对 于 图 1-6b 而 言 ， 磁 场 属于 轴 对 称 分 布 ， 但 离 导 线 越 远 磁力 线 越 稀疏 ， 相 应 的 场 强 
越 弱 。 从 这 两 个 场 图 还 可 看 到 矢量 场 分 布 规律 不 同 ， 前 者 场 线 有 头 有 尾 ， 不 具有 涡 旋 形状 ， 
后 者 场 线 无 头 无 尾 ， 具 有 涡 旋 形状 ， 相 应 的 分 别 被 称 为 无 旋 场 和 有 旋 场 。 

对 于 无 旋 场 和 有 旋 场 的 定量 描述 则 要 用 到 矢量 场 的 通 量 和 环 量 等 物理 量 。 


1.42 矢量 场 的 通 量 


描述 矢量 场 的 常用 积分 物理 量 之 一 即 为 矢量 的 通 量 (flux) 。 
矢量 4 沿 某 一 有 向 曲面 S 的 面积 分 称 为 矢量 4 穿 过 该 有 向 曲面 5 的 通 量 ， 其 积分 值 为 
标量 ， 用 更 表示 ， 且 


у= [А45 (1-24) 


显然 通 量 可 为 正 、 负 或 零 。 

为 了 理解 通 量 的 物理 意义 ， 取 积分 曲面 为 某 个 闭合 面 ， 规 定 闭合 面 的 方向 为 曲面 的 外 法 
向 。 若 矢量 穿 过 闭合 面 的 通 量 为 零 ， 则 表明 进入 闭合 面 的 矢量 总 合 与 流出 闭合 面 的 矢量 总 合 
相互 抵消 ， 即 在 闭合 面 所 包围 的 空间 内 矢量 线 连续 无 间断 ; 若 矢量 穿 过 闭合 面 的 通 量 大 于 
零 ， 则 表明 流出 闭合 面 的 矢量 总 合 大 于 进入 闭合 面 的 矢量 的 总 合 ， 这 意味 着 在 闭合 面 所 包围 
的 空间 内 有 发 出 矢量 线 的 源 〈 正 源 ) ; 若 矢量 穿 过 闭合 面 的 通 量 小 于 零 ， 则 表明 流出 闭合 面 
的 矢量 总 合 小 于 进入 闭合 面 的 矢量 的 总 合 ， 这 意味 着 在 闭合 面 所 包围 的 空间 内 有 吸收 矢量 线 
的 洞 〈 或 汇 ) ， 称 之 为 矢量 的 负 源 。 因 此 ， 当 闭合 面 内 有 正 源 时 ， 矢 量 通过 该 闭合 面 的 通 量 
一 定 为 正 ， 当 闭合 面 内 有 洞 时 ， 矢 量 通过 该 闭合 面 的 通 量 一 定 为 负 ， 当 闭合 面 内 无 源 ， 或 
正 、 负 源 相抵 时 ， 矢 量 通 过 该 闭合 面 的 通 量 一 定 为 零 ， 如 图 1-7 所 示 。 


/ 
CF 
避风 >0 Dw<o c) v0 


图 1-7 хиа 

在 物理 学 中 已 知 ， 真 空中 的 电场 强度 E 通过 任 一 闭合 曲面 的 通 量 等 于 该 闭合 面包 围 的 
所 有 自由 电荷 的 电量 之 和 与 真空 介 电 常数 so 之 比 ， 即 
> 
Eo 

可 见 ， 当 闭合 面 中 存在 正 电 荷 时 ， 通 量 为 正 ， 当 闭合 面 中 存在 负电 荷 时 ， 通 量 为 负 ; 在 
电荷 不 存在 的 无 源 区 中 ， 穿 过 任 一 闭合 面 的 通 量 为 零 。 这 一 电学 实例 充分 地 显示 出 闭合 面 中 
正 源 、 负 源 及 无 源 的 通 量 特性 。 

可 以 说 ,闭合 曲面 的 通 量 从 宏观 上 建立 了 矢量 场 通过 闭合 曲面 的 通 量 与 曲面 内 产生 矢量 
场 的 源 的 关系 。 但 是 ， 矢 量 的 通 量 仅 表示 闭合 面 中 源 的 整体 的 总 量 ， 它 不 能 显示 源 的 分 布 特 
性 。 很 自然 的 ， 大 家 就 会 联想 到 利用 数学 上 的 微分 运算 对 矢量 场 的 源 点 进行 定位 ， 这 就 是 下 


фЕ-45 = 
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面 要 讨论 的 矢量 场 的 散 度 。 
1.43 矢量 场 的 散 度 


当 闭 合 面 5 向 面 内 某 点 无 限 收缩 时 ， 矢 量 4 通过 该 闭合 面 5 的 通 量 与 该 闭合 面包 围 的 
体积 之 比 的 极限 称 为 矢量 场 4 在 该 点 的 散 度 (divergence) ， 即 


A-dS 
ls 


ДУ 
上 述 定义 表明 ， 散 度 是 一 个 标量 ， 它 可 理解 为 穿 过 包围 单位 体积 的 闭合 面 的 通 量 ， 即 对 
应 通 量 源 的 密度 。 
利用 哈密 尔 顿 算 子 描述 散 度 一 定 是 两 个 矢量 的 点 积 ， 即 8 .4。 设 
А = Ае, + Ae, + Ае; 
可 以 证 明 广 义 正 交 曲面 坐标 系 中 散 度 的 展开 式 为 


divA = lim 
4-0 


(1-25) 


=. 1 ð ð ð 
VA = СОЊА) + zih) + эшлә] (1-26) 
在 直角 坐标 系 中 拉 梅 系数 分 别 为 &。 =h, =һ, =1， 散 度 的 展开 式 为 
ðA, ðA, ӘА, 
Ү.А = 一 + 一 + 一 (1-27) 
dx ду дг: 
贺 杜 坐标 系 中 拉 梅 系数 分 别 为 h =1，h。 =r，h, =1， 散 度 展开 式 为 
AARP сад, ай 
У.А = А Р) + гаф + Р (1-28) 
球 坐 标 系 中 拉 梅 系数 分 别 为 h， =1, А, =, А, =rsing， 散 度 展开 式 为 
_19,, 1 ж. 1 дА, 
Ў.А = т т А,) ар ag Мә) ане эф (1-29) 


矢量 场 的 散 度 .A 描述 了 空间 某 一 具体 场 点 的 通 量 源 的 分 布 情况 ， 它 也 是 空间 坐标 的 
函数 ， 是 标量 。 若 某 点 8 .4 =0， 表 明 该 点 为 无 源 点 ; 若 Y .4 关 0， 则 表明 该 点 为 有 源 点 ， 
且 V .4>0 为 正 源 ，V .4 <0 为 负 源 ， 散 度 值 即 对 应 该 点 通 量 源 的 密度 。 如 果 某 一 区 域内 
处 处 都 有 V- 4 =0， 则 该 区 域 为 无 源 区 ， 反 之 则 为 有 源 区 。 

例 1-5 已 知 矢量 场 F(r,$,z) = =, Ж: (1) 矢量 的 散 度 ;(2) 矢量 由 内 向 外 穿 过 
MEH x +y =a 与 平面 z=h, 和 平面 z=h, 所 围 封闭 曲面 的 通 量 ， 其 中 К,, а, һ,, №, 均 为 
КТЭ, H.h >ho 

解 (1) 由 圆柱 坐标 散 度 式 〈1-28) 可 知 

ee 21 4(ку_ 26 
TPR E 

(2) 设 圆柱 侧面 为 5,， 上 下 底面 分 别 为 S 5,, НЗ (1-24) 可 知 

у= | Е-45, + вав, +, Е - dS, 


由 于 矢量 下 只 有 半径 方向 的 分 量 ， 即 矢量 垂直 于 圆柱 侧面 5, ， 平 行 于 上 下 底面 3 S, 


(7 =аваззеазаа 


因此 上 式 中 只 有 第 一 项 存在 ， 故 其 矢量 积分 可 以 简化 为 标量 积分 ， 即 
Y= К абе, sf Bis, = ®рэле(һ, -h )] „ты М) 
г "г а 


fsı 


1.4.4 矢量 场 高 斯 散 度 定理 


从 数学 中 场 论 知识 可 知 高 斯 (Gauss) 散 度 定理 如 下 : 
фа -а5 = | V- лау (1-30) 


式 中 ，V 为 闭合 曲面 $ 所 包围 的 空间 体积 。 

从 数学 角度 看 ， 高 斯 散 度 定理 建立 了 矢量 场 在 空间 内 部 矢量 散 度 的 体积 分 与 该 矢量 
沿 此 空间 表面 矢量 的 面积 分 之 间 的 联系 ， 如 果 矢 量 场 的 散 度 已 知 ， 则 该 定理 可 以 将 复杂 
的 矢量 点 积 的 面积 分 转化 为 易于 计算 的 标量 体积 分 。 从 物理 角度 上 看 ， 高 斯 散 度 定理 建 
立 了 空间 某 一 闭合 曲面 上 场 量 与 该 区 域内 部 的 矢量 场 之 间 的 关系 ， 简 称 为 “ 表 ” 与 
“里 ”的 关系 。 因 此 ， 如 果 已 知 区 域 了 内 的 场 ， 根 据 高 斯 散 度 定理 即 可 求 出 边界 S 上 的 
场 ， 反 之 亦 然 。 


1.5 ”矢量 场 的 环 量 、 旋 度 与 斯 托 克 斯 定理 


1.5.1 矢量 场 的 环 量 


对 于 具有 涡 旋 性 质 的 矢量 场 ， 除 了 要 确定 产生 涡 旋 特性 的 源 的 强度 外 ， 还 要 确定 涡 旋 场 
的 旋转 方向 ,数学 上 采用 矢量 的 环 量 来 描述 。 在 矢量 场 4 中 取 一 条 闭合 有 向 曲线 !， 矢 量 A 
沿 该 曲线 的 环 路 线 积分 定义 为 矢量 4 的 环 量 ， 用 下 表 示 ， 即 
Г=фА-а (1-31) 
可 见 ， 若 在 闭合 有 向 曲线 ! 上 ， 矢 量 场 4 的 方向 处 处 与 线 元 di 的 方向 保持 一 致 ， 则 环 
Ж Г>0; 若 处 处 相反 ， 则 三 <0。 因 此 ， 环 量 既 可 以 用 来 描述 矢量 场 的 涡 旋 特性 ， 又 可 以 根 
据 其 正 负 判 断 矢 量 场 的 大 致 的 旋转 方向 。 如 果 任 意 选择 一 个 闭合 曲线 ， 其 环 量 总 为 零 ， 则 说 
明 该 矢量 场 为 无 旋 场 ， 否 则 称 为 有 旋 场 。 若 环 量 大 于 零 ， 说 明 矢 量 场 的 涡 旋 方向 与 有 向 曲线 
的 方向 大 体 一 致 ， 否 则 旋转 方向 与 有 向 曲线 的 方向 相 逆 。 
由 物理 学 得 知 ， 真 空中 磁感应 强度 B 沿 任 一 闭合 有 向 曲线 ! 的 环 量 等 于 该 闭合 曲线 包围 
的 传导 电流 1 与 真空 磁 导 率 po 的 乘积 。 即 
$B- dl = pol 
其 中 ， 磁 感应 强度 B 的 方向 与 电流 了 的 方向 符合 右手 螺旋 法 则 ， 且 环 量 的 大 小 与 闭合 曲线 内 
包含 的 电流 的 强度 成 正比 。 
由 此 可 见 ， 环 量 可 以 表示 产生 具有 涡 旋 特 性 的 源 的 强度 。 与 通 量 相似 ， 环 量 代表 的 是 闭 
合 曲线 包围 的 总 的 源 强度 ， 它 并 不 能 描述 源 的 分 布 特性 。 


1.5.2 矢量 场 的 旋 度 
为 了 研究 矢量 场 环 量 的 微分 性 质 ， 了 解 场 中 每 个 点 上 涡 旋 源 的 性 质 ， 参 照 矢 量 场 散 度 的 
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研究 方法 ， 下 面 引入 矢量 场 旋 度 〈cudl) 的 概念 。 

设 P 为 矢量 场 4 中 的 任 一 点 ,包含 P 点 作 一 个 微小 面 元 AS， 其 周 界 为 !， 周 界 的 环绕 
方向 与 面 元 AS 的 法 向 矢量 e, 成 右手 螺旋 关系 。 令 曲面 AS 在 已 点 处 保持 以 e, 为 法 矢 不 变 ， 
以 任意 方式 缩 向 已 点 ， 定 义 矢量 4 的 环 量 与 曲面 面积 之 比 的 极限 值 为 矢量 4 的 环 量 密度 ， 
即 


aso AS 

显然 ， 该 环 量 密度 与 曲面 AS 的 取向 密切 相关 ， 其 中 一 定 可 以 找到 某 个 方向 ， 使 得 在 此 
方向 下 该 点 的 环 量 密度 最 大 。 由 此 定义 一 个 新 矢量 其 大 小 为 场 点 P 的 最 大 环 量 密度 ， 其 
方向 为 获得 最 大 环 量 密度 的 面 元 AS 的 法 线 方向 ， 称 该 矢量 为 场 点 P 的 旋 度 ， 用 V x4 表示 
为 

A = 
广义 正 交 曲 面 坐 标 系 中 旋 度 的 展开 式 为 
Һе, һе, h,e, 
1 ð ð ð 

ЖА | аы эш дш, gan 
һА, ҺА, ҺА 
因为 直角 坐标 系 中 拉 梅 系数 分 别 为 h. =h, =h, =1， 所 以 有 


УхА = 


е, е, е, 

Ухда |2 2. |, (2 = zj 十 (= = i)e, + (2 S гал, (1-34) 
Әх Әу az| \ay аг & Әх Әх Әу 
А, А А 


圆柱 坐标 系 中 拉 梅 系数 为 h, =1, А, =г, Һ, =1， 相 应 的 旋 度 展开 式 为 
1 дА, 34 ðA, ðA, 119 aA, 
УхА = ( Бре ы) + ( ја je +22 Ке - spe (1-35) 
球 坐 标 系 中 拉 梅 系数 为 h, =1，h =г, he =rsing， 相 应 的 旋 度 展开 式 为 
А 1 1 
VxA = е ++ ir - 2 (а) + (20, -i)e 
(1-36) 
矢量 场 的 旋 度 V xA 描述 了 空间 某 一 具体 场 点 的 涡 旋 源 的 大 小 、 方 向 的 分 布 情况 ， 它 也 
是 空间 坐标 的 函数 ， 是 矢量 。 若 某 点 V x 4 =0， 表 明 该 点 为 无 旋 点 ， 反 之 则 为 有 旋 点 ， 矢 
量 的 方向 即 为 该 点 涡 旋 源 的 方向 。 如 果 某 一 区 域内 处 处 都 有 了 x4 =0， 则 该 区 域 为 无 旋 区 ， 
反之 则 为 有 旋 区 。 
例 1-6 已 知 矢量 场 F = Зуе, + (3x - 2z)ey – (Су + z)e, 为 无 旋 场 ， 求 系数 C。 
解 ”矢量 场 为 无 旋 场 ， 必 有 УХЕ =0, B 


ә. а 
панн) Tap" 


(7 о тнзшезашижа 


УхЕ=|9 2 EA =(-C+2)e, =0 
az ay az 
Зу 3x-2z -(Cy+z) 
由 此 求 得 系数 为 
C=2 


1.5.3 ”矢量 场 斯 托 克 斯 定理 
从 以 往 学 过 的 数学 知识 中 ， 可 以 得 到 如 下 斯 托 克 斯 (Stokes) 定理 : 
фа -а = [ УХА -dS (1-37) 


式 中 ，3 为 空间 闭合 曲线 ! 所 界定 的 空间 曲面 的 面积 。 特 别 要 提醒 读者 注意 的 是 ， 对 于 给 定 
的 某 个 空间 闭合 曲线 !， 以 该 曲线 为 周 界 的 空间 曲面 应 该 有 无 穷 多 个 ( 即 ， 不 唯一 ) 。 

从 数学 角度 可 以 看 出 ， 斯 托 克 斯 定理 建立 了 一 个 开放 曲面 上 的 矢量 旋 度 的 面积 分 与 该 矢 
量 沿 此 曲面 边界 的 曲线 上 线 积分 之 间 的 联系 。 从 物理 角度 上 看 ， 该 定理 建立 了 空间 某 一 区 域 
中 的 矢量 场 与 该 区 域 边缘 上 场 量 之 间 的 关系 ， 简 称 为 “ 边 ”与 “ 面 ”的 关系 。 
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161 矢量 场 的 分 类 


根据 矢量 场 的 散 度 和 旋 度 值 是 否 为 零 可 将 矢量 场 进行 分 类 。 

1. 调和 场 

若 矢量 场 4 在 某 区 域 VY 内 ， 处 处 有 Y А =0 和 VxA =0， 则 称 该 区 域内 的 场 为 调和 
场 。 显 然 ， 在 工程 实际 中 并 不 存在 在 整个 空间 内 散 度 和 旋 度 处 处 均 为 零 的 矢量 场 。 

2. 有 源 无 旋 场 

ERRA 在 某 区 域 V 内 ， 处 处 有 УхА =0， 而 在 某 些 位 置 或 整个 区 域内 VV А 20, 
则 称 该 区 域内 的 场 为 有 源 无 旋 场 。 

按照 前 面 的 分 析 ， 产 生 该 矢量 场 的 源 即 为 通 量 源 ， 其 中 每 个 场 点 的 散 度 V -A 值 即 为 该 
点 的 通 量 源 密度 。 由 斯 托 克 斯 定理 可 以 证 明 ， 有 源 无 旋 场 内 一 定 有 


44.d= 人 vYx4.ds=0 


即 有 源 无 旋 场 的 场 矢 量 沿 任何 闭合 路 径 的 线 积分 恒 等 于 零 ， 矢 量 线 有 头 有 尾 ， 不 构成 涡 旋 。 
一 般 称 有 源 无 旋 场 为 保守 场 ， 如 图 1- 6a 所 示 的 电场 即 为 保守 场 。 

3. 无 源 有 旋 场 

若 矢 量 场 4 在 某 区 域 了 内， 处 处 有 У.А =0， 而 在 某 些 位 置 或 整个 区 域内 VxA 50, 
则 称 该 区 域内 的 场 为 无 源 有 旋 场 。 

产生 该 矢量 场 的 源 即 为 涡 旋 源 ， 其 中 每 个 场 点 的 旋 度 值 即 为 该 点 的 涡 旋 源 密度 。 由 高 斯 
散 度 定理 可 以 证 明 ， 无 源 有 旋 场 内 一 定 有 
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фа -45 = | У. Adv = 0 


即 无 源 有 旋 场 的 场 矢量 穿 过 任何 闭合 曲面 的 积分 恒 等 于 零 。 有 旋 场 的 矢量 线 总 是 无 头 无 尾 ， 
构成 涡 旋 形 状 ， 图 1- 6b 所 示 的 磁场 即 为 涡 旋 场 。 

4. 有 源 有 旋 场 

若 矢量 场 4 在 某 区 域 V 内 ， 散 度 不 为 零 、 旋 度 也 不 为 零 ， 则 称 该 区 域内 的 场 为 有 源 有 
旋 场 。 

该 矢量 场 的 源 应 为 散 度 源 和 涡 旋 源 两 种 ,， 设 V. A = 090, УХА =Fx0， 则 其 中 每 个 
场 点 的 散 度 值 殉 即 为 该 点 的 通 量 源 密度 、 旋 度 值 F 即 为 该 点 的 涡 旋 源 密度 。 

后 面 的 定理 可 以 证 明 任意 一 个 有 源 有 旋 场 总 可 以 分 解 为 一 个 无 旋 有 散场 和 一 个 无 散 有 旋 
场 的 三 加 。 


1.6.2 矢量 场 常用 梯度 、 散 度 、 旋 度 的 关系 定理 


数学 上 可 以 证 明 如 下 定理 : 
定理 1 任 一 标量 场 o 的 梯度 场 一 定 为 无 旋 场 ， 或 者 说 任 一 标量 函数 的 梯度 再 取 旋 度 一 
定 恒 为 零 ， 即 
Vx vp =0 (1-38) 
定理 2 ERR F 的 旋 度 场 一 定 为 为 无 散场 ， 或 者 说 任 一 矢量 函数 的 旋 度 再 取 散 度 
一 定 恒 为 零 ， 即 
У. VxF=0 (1-39) 
定理 3 一 个 无 旋 场 F 必 可 表示 为 某 个 标量 场 p 的 梯度 ， 或 者 说 ,， 若 VxF=0， 则 必 存 
在 某 一 标量 场 p， 使 得 
Е = Vp (1-40) 
BR, АУЕН AE, 
定理 4 一 个 无 源 场 F 必 可 表示 为 另 一 矢量 场 好 的 旋 度 ， 或 者 说 ， 若 9 .下 =0， 则 必 存 
在 另 一 矢量 场 ,使 得 


F= VxB (1-41) 
此 定理 与 第 二 个 定理 互 为 逆 定 理 。 
矢量 场 其 他 常用 公式 如 下 : 
VOe) =fVg +g Vf (1-42) 
VU/e)= (g Vf -fVe)/e’,(g 9 0) (1-43) 
Vflu) =/'(и) Уш (1-44) 
V: (aA)=aV-A+ Va' 4 (1-45) 
Vx (а4) = а УХА + VaxA (1-46) 
У. (АхВ) = В. УХА -А - VxB (1-47) 
Vx (A x B) = A( V- В) - В( V-A) + (В - V)A - (А - WB (1-48) 
V(A - B) =A x ( Vx B) +B x( VxA)+(B- V)A+(A- VB (1-49) 


Vx (УХА) = W V-A) - VA (1-50) 
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1.6.3 ХИЖЖА 


若 矢 量 场 F 在 无 限 区 域 中 处 处 是 单 值 的 ， 且 其 导数 连续 有 界 ， 源 分 布 在 有 限 区 域 /中 ， 
则 当 矢量 场 的 散 度 及 旋 度 给 定 后 ， 该 矢量 场 严 可 以 表示 为 


Е(ғ) =- VG(r) + Vx A(r) (1-51) 
式 中 
Ср VOF), 
A roo (1-52) 
_1f МХЕ"), 
A(r) = Tk por (1-53) 


数学 上 可 以 严格 证 明 上 述 定理 ， 本 文 仅 就 定理 在 电磁 场 理论 中 的 应 用 加 以 说 明 。 

引 理 ”假设 在 无 限 空间 中 有 两 个 矢量 函数 和 G， 它 们 具有 相同 的 散 度 和 旋 度 ， 那 么 
一 定 有 =G 成 立 ， 即 具有 相同 的 散 度 和 旋 度 的 矢量 场 只 能 有 唯一 的 解 。 

现 设 这 两 个 矢量 函数 不 等 ， 可 令 

F=G+P 
对 上 式 两 边 分 别 取 旋 度 和 散 度 有 
Vx = VxG+ VxP 
V:F= VG+ VP 
由 于 矢 最 和 矢量 G 具有 相同 的 散 度 和 旋 度 ， 因 此 必然 有 WxP=0 和 VV.P=0, 由 
УхР =0 及 前 面 的 定理 3 可 知 必 存 在 某 一 标量 函数 pg, 使 得 P= Уф, 代入 V.P=0 有 
V- Vọ = Мф 20 
该 式 称 为 标量 函数 o 的 拉 普 拉 斯 方程 。 在 直角 坐标 系 中 上 式 可 写作 
Т: =o 

由 于 玄 姆 霍 兹 定理 (Helmholtz) 指定 场 域 为 无 限 区 域 ， 而 标量 函数 р 若 要 在 无 限 区 域 
满足 上 述 方程 就 只 能 是 不 存在 极 值 的 函数 ， 这 意味 着 函数 gp 只 能 为 一 常数 C。 因 此 矢量 已 和 
矢量 G 之 差 只 能 为 零 ， 即 P= Vp =0。 由 此 可 以 证 明 矢量 和 矢量 G 相等 。 

对 于 无 旋 场 F 来 说 ，VxF，=0， 但 这 个 场 的 散 度 不 会 处 处 为 零 。 这 是 因为 任何 一 个 物 
理 场 必 然 有 源 来 激发 它 ， 若 这 个 场 的 涡 旋 源 和 通 量 源 都 为 零 ， 那 么 这 个 场 就 不 存在 了 。 因 此 
无 旋 场 必然 对 应 于 有 散场 ， 根 据 矢 量 场 定理 3 可 令 ( 负 号 是 根据 工程 实际 物理 意义 人 为 加 
的 ) 


Е,(г) =- VG(r) 
对 于 无 散场 F. Ж, У.Е, =0， 但 这 个 场 的 旋 度 不 会 处 处 为 零 ， 根 据 矢 量 场 定 理 4 可 
令 
F.(r) = VxA(r) 
由 此 可 见 ， 任 一 矢量 场 ， 设 其 散 度 为 V* F = 炎 ， 旋 度 为 VxF =B， 则 该 矢量 场 总 可 
以 分 解 为 一 个 无 旋 有 散场 F。 和 一 个 无 散 有 旋 场 F. йл, ЖОР 
(155 =0 [к =0 
У.Е, =Y УХЕ, = В 


жж зазнитзевааяя 17) 


综 上 可 见 ， 矢 量 场 下 可 以 表示 为 
F(r) =- ҰФ(ғ) + УхА(г) 

交 姆 土 兹 定理 包含 如 下 三 层 含义 : 

1) 任 一 矢量 场 都 是 由 两 种 激励 源 激发 的 ， 且 分 别 为 通 量 源 和 涡 旋 源 两 种 类 型 的 场 源 。 

2) 该 矢量 场 可 表示 为 一 个 有 散 无 旋 场 与 一 个 有 旋 无 散场 之 和 ， 其 中 有 散 无 旋 场 的 散 度 
即 对 应 于 激发 该 矢量 场 的 通 量 源 ， 有 旋 无 散场 的 旋 度 即 对 应 于 激发 该 矢量 场 的 涡 旋 源 。 

3) 当 所 讨论 矢量 场 的 散 度 和 旋 度 均 为 零 时 ， 矢 量 场 也 随 之 消失 。 即 通 量 源 和 涡 旋 源 是 
产生 矢量 场 的 唯一 的 场 源 。 

因此 说 ,分 析 矢 量 场 的 散 度 及 旋 度 特性 是 研究 矢量 场 的 首要 问题 ， 当 两 类 源 在 空间 分 布 
确定 后 矢量 场 也 就 唯一 地 确定 了 ， 这 就 是 效 姆 替 效 定理 。 

效 姆 者 慈 定理 是 电磁 场 理论 分 析 的 主线 ， 无 论 是 静态 场 、 时 变 场 还 是 电磁 波 ， 都 围绕 着 
矢量 的 通 最 与 环 量 、 散 度 与 旋 度 性 质 来 分 析 ， 可 以 说 交 姆 霍 兹 定理 为 各 种 情况 下 场 的 分 析 提 
供 了 非常 有 效 的 研究 路 线 。 


1.7 ”电磁 场 麦 克 斯 韦 方程 组 与 电磁 场 的 分 类 


1.7.1 电磁 场 麦 克 斯 书 方程 组 


麦克 斯 韦 总 结 并 推广 了 法 拉 第 等 人 对 电磁 场 的 研究 ， 提 出 了 位 移 电流 的 假说 ， 建 立 了 描 
述 电 磁场 普遍 规律 的 方程 组 ， 后 人 称 之 为 电磁 场 麦克 斯 韦 方程 组 ， 其 积分 形式 为 


{н-ш= лав Dds 


ôB 
фета =- | ав бз 


{8-45 =0 


$D -as = | pav 

式 中 ， 刀 为 磁场 强度 矢量 ; 为 磁感应 强度 矢量 ; E 为 电场 强度 矢量 ; D 为 电位 移 矢 量 ; J 
为 体 电流 密度 矢量 ; р 为 电荷 体 密度 。 本 书后 面 几 章 会 逐一 给 出 这 些 物理 量 的 定义 。 

式 (1-54) H, 麦克斯韦 第 一 方程 表明 对 应 磁场 的 环 量 源 是 传导 电流 和 位 移 电流 ， 其 中 
位 移 电 流 是 由 变化 的 电场 产生 的 ; 第 二 方程 表明 对 应 电场 的 环 量 源 是 变化 的 磁场 ， 若 电磁 场 
是 静态 的 ， 场 源 不 随时 间 变 化 ， 则 电场 为 守恒 场 ， 不 构成 涡 旋 状 ; 第 三 方程 表明 磁场 的 通 量 
总 为 零 ， 即 产生 磁场 的 通 量 源 不 存在 ， 这 与 自然 界 没有 孤立 的 磁 荷 是 一 致 的 ; 第 四 方程 表明 
电场 的 通 量 源 是 电荷 。 按 照 交 姆 替 兹 定理 ， 当 环 量 源 与 通 量 源 ， 即 电流 与 电荷 均 给 定时 ,， 电 
磁场 就 是 唯一 确定 的 场 。 

由 效 姆 霍 效 定理 可 见 ， 积 分 形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 既 描 述 了 矢量 场 的 环 量 源 与 场 量 的 关 
系 ， 又 给 出 了 通 量 源 与 场 量 的 关系 ， 故 上 述 方程 组 被 认为 是 全 面 描述 电磁 场 普遍 规律 的 定 
理 。 
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应 用 斯 托 克 斯 定理 、 高 斯 散 度 定理 于 麦克 斯 书 积分 形式 的 方程 ， 可 以 得 到 相应 的 微分 形 
式 的 方程 为 
VxH=J+ р 
ot 
vxE =- 2? (1-55) 
at 
V-B =0 
V-D =p 
如 果 说 积分 形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 (Maxwells Equations in Integral Form) 是 从 宏观 的 角 
度 描述 电磁 场 的 场 量 与 场 源 之 间 的 整体 对 应 关系 ,那么 微分 形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 
(Maxwell's Equations in Point Form) 则 是 从 微观 的 角度 描述 场 域内 每 个 点 处 场 量 与 场 源 之 间 
的 特性 方程 组 ， 这 从 其 对 应 的 英文 表达 词汇 可 以 更 明显 地 看 出 来 。 在 很 多 情况 下 人 们 对 电磁 
场 的 局 部 特性 更 为 关注 (如 生物 医学 上 的 病源 定位 ) ， 这 就 要 求 以 微分 形式 的 方程 去 分 析 问 
题 。 此 时 矢量 分 析 就 是 必 不 可 少 的 ， 所 以 在 这 个 意义 上 说 ， 矢 量 分 析 是 建立 电磁 场 理 论 的 语 
言 工具 。 
当然 ， 针 对 实际 工程 问题 选择 不 同形 式 的 方程 去 分 析 ， 可 以 得 到 不 同方 式 的 求解 问题 的 
方法 。 如 电磁 场 数值 分 析 中 的 模拟 电荷 法 、 矩 量 法 和 边界 元 法 等 就 是 以 麦克 斯 韦 积分 形式 的 
方程 为 数学 模型 建立 的 ， 有 限 元 法 、 有 限 差分 法 和 蒙特 卡 洛 法 等 则 是 建立 在 麦克 斯 书 微分 形 
式 的 方程 的 数学 模型 基础 之 上 的 。 所 以 说 ， 两 种 形式 的 方程 互相 对 应 ， 互 相 补 充 ， 都 是 分 析 
电磁 场 、 电 磁 波 不 可 或 缺 的 理论 基石 。 


1.7.2 电磁 场 的 分 类 及 其 特点 


1. 静态 场 
当场 源 不 随时 间 变 化 时 ， 所 有 物理 量 均 与 时 间 无 关 ， 此 时 的 场 称 为 静态 场 static 
field) ， 相 应 的 麦克 斯 韦 方程 为 


fH:d= [1-98 


фЕ-а=0 
(1-56) 
{8-45 =0 


$D -as = | pav 

静态 情况 下 的 电场 与 磁场 之 间 互 不 影响 、 彼 此 独立 ， 此 时 可 以 分 别 对 场 进行 单独 分 析 ， 
而 由 于 场 源 的 不 同 可 以 进一步 分 为 静电 场 、 恒 定 电场 、 恒 定 磁 场 等 不 同类 型 的 场 。 

2. 准 静态 场 

由 麦克 斯 韦 方程 组 可 知 ， 场 源 J(r',:) 和 p(r',t) 所 引起 的 场 的 扰动 是 以 有 限 速度 传播 
的 ， 空 间 中 某 一 时 刻 上 的 场 是 由 比 上 早 一 些 时 候 源 J、p 的 变化 所 决定 的 ， 而 并 不 与 上 时 刻 的 
J p 对 应 。 换 句 话说 ， 场 和 源 之 间 不 是 瞬时 关系 。 但 是 ， 如 果 场 源 随时 间 变 化 得 足够 缓慢 ， 
则 可 近似 地 认为 源 和 场 之 间 〈 即 “因果 关系 ") 具有 瞬时 对 应 关系 ， 这 样 ， 在 每 一 时 刻 ， 源 
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和 场 之 间 的 关系 类 同 于 静态 场 中 源 和 场 之 间 的 关系 ， 故 称 这 类 组 变 场 为 准 静态 场 〈quasistat- 
ic field) 或 似 稳 场 。 

基于 工程 分 析 观 点 ， 在 忽略 电磁 感应 效应 (ӘВ/ә: 项 ) 或 忽略 位 移 电流 效应 (9D/at 项 ) 
的 前 提 下 ， 可 将 所 讨论 的 准 静 态 场 分 为 电 准 静态 场 (Electroquasistatic，EQS) 或 磁 准 静态 场 
(Magnetoquasistatic，MQS) ， 其 基本 方程 分 别 为 


(EQS) (1-57) 


f sar (моз) (1-58) 


фр -45 = [oar 

由 基本 方程 的 物理 涵义 可 知 ， 在 忽略 了 电磁 感应 效应 前 提 下 定义 的 电 准 静态 场 中 ， 实 际 
上 上 略 去 了 随时 间 变 化 的 磁场 对 电场 分 布 的 影响 ， 即 略 去 了 二 次 源 9B/at 的 作用 。 同 样 ， 在 忽 
略 位 移 电 流 效应 前 提 下 定义 的 磁 准 静态 场 中 ， 也 略 去 了 随时 间 变 化 的 电场 对 磁场 分 布 的 影 
响 ， 即 略 去 了 二 次 源 传导 电流 9D/at 的 作用 。 因 此 ， 这 两 类 场 在 每 一 时 刻 源 和 场 之 间 的 关系 
就 类 同 于 相应 静态 场 中 源 和 场 之 间 的 关系 。 


3. 电磁 波 
在 远离 场 源 的 空间 ， 场 源 电流 、 电 荷 均 视 为 不 存在 ， 此 时 电磁 场 的 方程 简化 为 
фн-а = әр .ds 
в ar 
fE-d =- [22.45 
h s ar (1-59) 
фв-а5 = 
фр-45 = 
б 


麦克 斯 韦 预言 对 应 上 述 方程 描述 的 是 一 种 叫做 电磁 波 ( electromagnetic wave) 的 东西 ， 
它 可 以 在 真空 中 不 需要 介质 直接 传播 。1887 年 ， 德 国 科学 家 赫兹 用 火花 隙 激励 一 个 环 状 天 
线 ， 用 另 一 个 带 隙 的 环 状 天 线 接收 ,证 实 了 麦克 斯 书 的 这 个 关于 电磁 波 存在 的 伟大 预言 ， 并 
导致 了 后 来 无 线 电报 的 发 明 。 

方程 式 〈1-59) 即 为 电磁 波 方程 ， 其 中 磁场 的 源 为 变化 的 电场 ， 即 位 移 电 流 ; 电场 的 源 
为 变化 的 磁场 。 电 场 与 磁场 相互 激励 形成 电磁 波 ， 由 空间 介质 将 能 量 传播 出 去 。 
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18 ”矢量 场 唯一 性 定理 


位 于 某 一 区 域 中 的 矢量 场 ， 当 其 散 度 、 旋 度 以 及 边界 上 场 量 的 切 向 分 量 或 法 向 分 量 给 定 
后 ， 则 该 区 域 中 的 矢量 场 被 唯一 地 确定 ， 这 就 是 矢量 场 的 唯一 性 定理 (Uniqueness Theo- 
тет) o 

由 于 散 度 和 旋 度 代表 产生 矢量 场 的 源 ， 而 边界 上 场 量 的 切 向 分 量 或 法 向 分 量 则 代表 场 的 
边界 条 件 ， 因 此 唯一 性 定理 表明 ， 矢 量 场 是 由 其 源 及 边界 条 件 共同 决定 的 。 

唯一 性 定理 对 求 电磁 场 问题 的 解 具有 十 分 重要 的 意义 ， 它 指出 了 电磁 场 具 有 唯一 解 的 充 
要 条 件 ， 且 可 用 来 判定 所 得 到 的 解 正确 与 否 。 据 此 ， 可 以 尝试 任何 一 种 能 找到 的 最 方便 的 方 
法 求解 电磁 场 问 题 ， 只 要 这 个 解 能 满足 所 有 给 定 方程 与 定 解 条 件 ， 那么 这 个 解 就 是 正确 的 ， 
任何 其 他 方法 求 得 的 同一 问题 的 解 必然 是 与 它 完 全 相同 的 。 

在 后 面 的 讨论 中 不 难 发 现 ， 针 对 不 同情 况 ， 人 们 已 找到 了 许多 种 求解 电磁 场 问题 的 方 
法 。 如 镜像 法 、 电 轴 法 、 分 离 变量 法 以 及 数值 解法 等 ， 而 这 些 方法 应 用 的 理论 基础 正 是 唯一 
性 定理 。 


习题 1 
11 求 标量 场 p = (x +y)”- :通过 点 M(1, 0, 1) 的 等 值 面 方程 。 
12 Ши = зу +y? , RIA = 2е, +2e,- e,， 试 求 标量 函数 4 在 点 (2, - 1,1) 处 沿 矢量 4 的 


方向 上 的 方向 导数 。 
1з жй» = 7С ERMO, 1,2) ЖГ =е, 20, +26, 方向 的 方向 导数 。 
1-4 设 标量 w(x,y,) = 327y - PP, Жи {ЕДЫ М(1, -2,1) 处 的 梯度 。 
15 已 知 标量 (7,0,9) = 209, RIBE Vuo 


1-6 求 二 维 标量 场 u(x,y) = -x 的 梯度 ， 并 取 一 闭合 回路 C, 证 明 Vu dl = 0 。 
17 给 定 三 个 矢量 4、B、C 如 下 : 
А = Пе, +9е, + 18е,, В = 17е, + 9е, + 27е,, C = 4e, - бе, + Se, 

O) 试 证 明 三 个 矢量 在 同一 平面 上 ; 

(2) 求 矢量 4 的 单位 矢量 eh; 

(3) ЖАхВ, А.С. 

18 ЖАЙА =луе, +i ye, +гу'е, 的 矢量 线 方程 。 

19 求 矢量 场 4 = х(: - у)е, + у(х -z)e, + (у - х)е, 在 点 MM(1,0,1) 处 的 旋 度 以 及 沿 矢 量 = 
2e, + бе, + Зе, 方向 的 环 量 面 密度 。 

110 球面 S$ 上 任意 点 的 位 置 矢量 为 r=xe, + yey +ze,， 求 矢量 面积 分 和 r 45. 


1-11 ЖКА = хе, +ye, +(3z-x)e, , ЖА ХЕЗ М(1,0, -1) 处 的 散 度 和 在 点 M(1, -1, -1) 处 
的 旋 度 。 


112 设 r = VW + 了 + 为 点 M(x,y,z) 的 矢 径 r 的 模 ， 试 证 明 : Vr =Z = e,o 


г 
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Ð) 
1-13 ”利用 散 度 定理 证 明 | Vx АЧУ = [ dS ха. 


1-14 “应 用 斯 托 克 斯 定理 证 明 | ds x Vp = | dl o 
1-15 [|= Сб) +(у-у)* + (:-:')°]'2 Эй т Ий г ER, В 的 方向 规定 为 从 源 
点 指向 场 点 。 试 利用 直角 坐标 证 明 : (2) а) 


116 БИТТА НО Я: 
(1) 圆柱 坐标 系 中 4 = e,Alsing + es4icosh + е,4,, IEPA, А, 都 为 常数 ; 
(2) 球 坐 标 系 中 ，A =e,4。， 其 中 A 为 常数 。 
117 证 明 对 任意 矢量 4， 下 列 式 子 都 成 立 : 

dA dA, 2 d ЧА: ФА 
А Аа ОАА 0) 5 о (Ах) Аа 
118 их, у, WAR, WEN: 


(1) V-A(u) = К (2) VxA(u) = тх, 


第 2 章 
静 B 场 


通过 物理 电磁 学 的 学 习 已 经 知道 ， 静 电场 (steady electric field) 是 由 静止 电荷 产生 的 
m, 而且 静 电场 具有 守恒 性 。 本 章 将 在 已 有 的 电磁 学 知识 的 基础 上 ， 利 用 场 论 这 一 数学 工具 
进一步 讨论 场 源 与 静电 场 基本 物理 量 之 间 的 关系 、 导 体 与 电介质 在 静电 场 中 的 特性 、 不 同 介 
质 分 界面 处 场 量 间 的 约束 关系 、 静 电场 边 值 问题 的 概念 、 建 立 、 常 用 的 分 析 方法 以 及 静电 场 
的 工程 应 用 一 一 电容 、 能 量 与 力 的 计算 等 内 容 。 


2.1 静电 场 的 基本 物理 量 一 一 电场 强度 与 电位 


静电 场 的 基本 物理 基 是 电场 强度 与 电位 。 本 节 先 介绍 产生 场 的 源 ， 然 后 从 库仑 定律 出 发 
引入 电场 强度 的 定义 及 其 计算 ， 再 由 静电 场 的 基本 特性 一 一 守恒 性 的 讨论 中 引出 另 一 重要 物 
理 量 “电位 ”。 


2.1.1 静电 场 的 源 一 电荷 与 分 布 电荷 


与 电路 理论 中 的 激励 与 响应 相对 应 ， 电 荷 是 产生 静电 场 的 激励 ， 称 为 源 量 ， 而 电场 强 
度 、 电 位 等 则 是 与 其 相对 应 的 响应 ， 称 为 场 量 。 为 了 区 分 源 量 与 场 量 ， 本 书 采用 加 撤 的 符号 
表示 源 量 ， 不 加 撤 的 符号 表示 场 量 。 图 2-1 以 直角 坐标 系 为 例 说 明 源 量 与 场 量 的 表达 方式 ， 
图 中 电荷 所 在 的 源 域 体积 用 V' 表 示 ， 源 域 坐标 用 加 撤 的 符号 (x',y',z) 表示 ， 相 应 的 点 称 为 
源 点 ， 用 表示 从 坐标 原点 到 源 点 的 距离 矢量 ， 简 称 为 源 点 矢量 。 场 域 坐标 用 不 加 撤 的 符号 
(%,y,z) 表示 ， 相 应 的 点 称 为 场 点 ， 用 7 表示 从 坐标 原点 到 场 点 的 距离 矢量 ， 简 称 为 场 点 矢 
量 。 在 此 坐标 系 下 源 点 矢量 与 场 点 矢量 分 别 为 


r' = х'е, +у'е, + 2'е, (2-1) 
r = хе, + уе, + ze, (22) 

源 点 到 场 点 的 距离 矢量 用 尺 表 示 , 为 
R=r-r= (х-х')е, + (у – у')е, + (2-2')е, = Кер (2-3) 


在 其 他 坐标 系 下 也 可 用 类 似 的 方法 表示 。 显 然 ， 源 点 到 场 点 的 距离 矢量 КОШЕДЕ де 
量 r 的 函数 ， 也 是 源 点 矢量 "的 函数 。 


жа вав 2) 


2 Но 
9121 RRE VERVE 其 中 V 是 对 场 点 做 运算 ， 六 是 对 源 点 做 运算 。 


解 “以 直角 坐标 系 为 例 ， 由 式 (23) 有 
R= a-r) + (у-у) + (2-27)? 
由 题 意 知 算 子 V 及 У'ТЕТ ЛЕЙКА РУ 


V=e, Ш ке, 2 +е, 9 куше, д. же, 9 е 2 
Әх ау az Ox ду' дг 
利用 矢量 式 (1-43) 可 求 得 
1 У 1 
+, +e, 2] 
R R 16 as "ay әг 
1 БЕИ -›' 20 R 1 
22 2.26 r) 126 2) 6.126 2) Ja Ea da 
№2 R 2 R 2 R R К 
同 理 求 得 
„1. 1 
Vi p" 
Bp 
Vd 
R R R 


上 述 结论 在 后 续 电 磁场 分 析 中 会 经 常用 到 ， 且 该 结论 在 圆柱 坐标 系 和 球 坐 标 下 皆 成 立 。 

1913 年 美国 科学 家 密 立 根 通过 油 滴 实 验证 明 ， 电 荷 量具 有 量子 化 特性 ， 即 电荷 只 能 取 
离散 的 、 不 连续 的 量 值 ， 即 电子 电荷 的 整数 倍 。 一 般 带 电 体 的 电量 只 能 是 电子 电荷 量 。 的 整 
数 倍 。 现 代 精 确 测定 的 电子 电荷 量 为 。= 1. 60217733 x10-*C， 电 荷 的 国际 单位 制 单位 为 库 
(C) 。 本 书 研究 的 对 象 是 经 典 电磁 场 理论 ， 只 考虑 宏观 统计 的 电磁 场 现象 而 不 考虑 场 的 量子 
效应 。 因 此 在 宏观 意义 下 ,不 必 考 虑 电荷 量子 化 的 事实 ， 而 认为 带电 体 的 电量 是 连续 变化 
的 ， 电 荷 也 是 可 以 连续 分 布 的 。 

按照 上 述 假设 ， 视 电荷 分 布 的 不 同形 式 ， 定 义 如 下 四 种 电荷 。 

1. 体 分 布 电荷 

当 电 荷 连续 分 布 于 某 空间 区 域内 时 ， 可 定义 该 体积 内 任 一 源 点 普 处 的 体 电荷 密度 (vol- 
ume charge density) ， 单 位 为 库 每 立方 米 (C/m’) 


С 工程 电磁 场 与 电磁 波 基础 


р”) = дщ PD (2-4) 
式 中 ， 位 于 源 点 处 的 元 体积 AV 不 是 数学 意义 上 的 无 限 小 ， 在 几何 尺寸 上 远 小 于 所 讨论 的 
电磁 系统 的 体积 ， 但 又 要 大 到 使 其 内 的 净 电荷 量 AC) 足以 包含 大 量 的 电子 电荷 ， 即 宏观 
意义 的 无 限 小 (本 书 以 后 所 到 的 无 限 小 信义 均 类 似 ) ， 这 样 定义 的 体 电荷 密度 是 空间 坐标 
а 


对 于 一 个 已 知 体积 多 ， 其 内 部 包含 的 电荷 总 量 即 可 由 体积 分 求 得 
0 = f prn av (2-5) 
大 家 熟悉 的 雷击 云 中 的 带电 方式 就 属于 体 电 荷 分 布 的 典型 实例 。 
2. 面 分 布 电荷 
仿照 体 分 布 电荷 的 定义 及 其 说 明 ， 当 电荷 连续 分 布 于 厚度 忽略 不 计 的 面积 区 域内 时 ， 可 定 
义 该 面积 内 任 一 源 点 处 的 面 电荷 密度 (surface charge density) ， 单 位 为 库 每 平方 米 (C/m?) 
у ра 2407) 
МАД. AS 
对 于 一 个 已 知 面积 8'， 其 内 部 包含 的 电荷 总 量 即 可 由 面积 分 求 得 
Q= f, oas (2-7) 
在 物理 电磁 学 中 大 家 学 过 ， 静 电场 中 导体 内 的 自由 电荷 在 静电 平衡 的 情况 下 即 分 布 于 导 
体 的 表面 ， 这 是 面 电荷 分 布 的 典型 实例 。 
з. 线 分 布 电荷 
当 电荷 连 续 分 布 于 截面 积 忽略 不 计 的 线形 区 域内 时 ， 可 定义 该 线 内 任 一 源 点 ' 处 的 线 电 
荷 密度 (line charge density) ， 单 位 为 库 每 米 (C/m) 
т) = Jim 007 (28) 
对 于 一 个 已 知 曲线 上， 其 内 部 包含 的 电荷 总 量 可 由 线 积分 求 得 
0 = | 0)а (29) 
Жанн ИНИН: FP K E ИА аа ИП JE h ҖАН ЗА Ж ВЛЕ ЛАЙЫ — ВЕНЧА 
下 ， 传 输 线 中 的 电荷 分 布 可 简化 为 线 分 布 。 
4. 点 电荷 
在 理想 化 的 情况 下 ， 当 带电 体 的 几何 尺寸 忽略 不 计时 ， 可 认为 电荷 集中 于 一 个 点 ， 称 为 
点 电荷 g(r') 。 实 际 上 点 电荷 可 视 为 分 布 于 广义 点 的 体 分 布 电荷 的 特例 ， 因 此 ， 只 要 知道 点 
电荷 产生 场 的 结果 就 可 类 推 、 积 分 得 到 任意 分 布 的 其 他 三 种 分 布 电荷 产生 的 场 。 


2.1.2 电场 强度 及 其 积分 公式 


电场 的 存在 表现 为 对 电荷 具有 作用 力 ， 作 用 力 的 大 小 表明 电荷 所 在 点 的 电场 的 强 弱 ， 力 的 
方向 则 代表 该 点 电场 的 方向 。 为 了 客观 描述 电场 ， 取 试验 电荷 9 (该 电荷 为 正 的 点 电荷 ， 其 带 
电量 要 小 到 不 影响 被 研究 的 电场 分 布 ) ， 若 试验 电荷 在 电场 中 菜场 点 所 受 的 力 为 F(r) ， 则 该 
点 的 电场 强度 (electric field intensity) ， 单 位 为 牛 每 库 或 伏 每 米 (N/C 或 V/m) ,定义 为 


(2-6) 


menea 2) 


E(r) = r 

1785 年 ， 法 国 物理 学 家 库仑 所 作 的 静电 力 实验 定量 地 研究 
了 电场 对 静止 电荷 的 作用 力 ， 后 人 称 之 为 库仑 定律 ， 该 实验 定 
律 给 出 : 在 无 限 大 真空 中 ， 静 止 电荷 9, 与 9 〈 见 图 2-2) 之 间 
的 作用 力 可 表示 为 


(2-10) 


Е, 2-11 
n = ае," (2-11a) 
9192 
Fa = “© е 2-11Ь 
"1л" (2b) ноо 点 电荷 之 间 的 库仑 力 


RH, FoB q 对 电荷 9, 的 作用 力 ， 单 位 是 N， 方 向 由 g 
指向 9 ， 用 ea 表 示 ; Fs 是 电荷 g, 对 电荷 q 的 作用 力 ， 方 向 由 g 指向 9， 用 ea 表 示 ; so 
是 真空 的 介 电 常数 (electrical permittivity), MEAK (F/m) 
в = 107/(36т) ~ 8.85 x 10°?Е/т 
显然 ， 两 个 电荷 之 间 的 作用 力 应 该 大 小 相等 ， 方 向 相反 。 
对 比 电场 强度 的 定义 式 与 库仑 定律 ， 设 电荷 9, 是 产生 静电 场 的 源 电 荷 9， 电 荷 9, 是 实 
验 电荷 ， 则 点 电荷 9 在 空间 任意 一 点 产生 的 电场 为 


E(r) = — er 
Te 


4те, 
由 于 en = ==, HERMESA 
(r-r') 
E 一 人 一 ex = 一 全 一 R = 一 全 一 一 一 2-12 
Чу р" Amek 4meolr -rl ( ) 


由 于 自由 空间 属于 线性 系统 ， 库 仑 定律 一 定 满足 登 加 原理 ， 所 以 若 产生 电场 的 源 电荷 不 
止 一 个 ， яшаяк нала. 即 


E(r) = 5 q: q: R, = ў gi(r - ғ) (2-13a) 


fA amek T Ё алво *  Ё14лвв|г-тР 

由 前 面 分 布 电荷 的 定义 可 知 ， 对 应 体 分 布 、 面 分 布 、 线 分 布 等 三 种 分 布 电荷 的 微分 元 电 
荷 分 别 为 dg =pdY、dg =о45, dq=rdl, 车 产生 电场 的 源 电荷 为 体 分 布 、 面 分 布 、 线 分 布 的 
电荷 ， 则 只 需 对 相应 的 源 域 做 矢量 积分 即 可 得 到 空间 任意 场 点 的 电场 强度 分 别 为 


рб) унг ПОТ вте) А 

br ЧУ жые уге! -PP У 
(2-13b) 

сб") 1 ро(т)В 1 rc)r-r) o, 

207) Sak 二 Ю 9 “Ашы” [рр 5 
(2-13е) 

рт) арс ртов 1 тт) (тт) оо 

200 Г к “ч =ч! р“ і Ir-r}? 200 


(  тшзшаззшш»з 


理论 上 ， 只 要 给 定 源 电荷 的 分 布 密度 ， 利 用 上 述 公式 就 可 求 得 空间 电场 的 分 布 。 但 无 论 
是 点 电荷 系 的 又 加 还 是 分 布 电 荷 的 积分 都 是 对 矢量 进行 的 运算 ， 只 有 相对 简单 的 情况 下 才 可 
能 实现 ， 所 以 在 实际 应 用 中 受到 诸多 限制 。 本 书后 面 几 节 会 陆续 介绍 其 他 方法 。 

例 2-2 设 真空 中 一 段 长 为 上 的 线段 均匀 分 布 着 线 密度 为 7 的 电荷 ， 如 图 2-3 所 示 ， 求 
线 外 空间 电场 的 分 布 。 

解 根据 结构 的 旋转 对 称 性 可 知 ， 空 间 电场 的 分 布 一 定 是 以 该 线段 为 轴 对 称 分 布 的 ， 称 
之 为 轴 对 称 场 ， 所 以 问题 简化 为 二 维 场 ， 只 需 在 9=0 的 平面 内 进行 分 析 即 可 。 

如 图 2-3 所 示 ， 任 取 长 度 为 dl' = dz' 的 一 段 微分 元 ， 元 电荷 
为 dg =rdz'， 源 点 矢量 和 场 点 矢量 (为 了 与 圆柱 坐标 半径 区 别 ， 
这 里 用 ro 表示 场 点 矢量 ) 分 别 为 

r = те, 


го = те, + :е, 


故 源 点 到 场 点 的 矢量 为 

R=r -г = те, + (2 - 2')е, 
RAR (2-134) 有 

1 Tr)OR,, т р те, + (2-2')е, М 
ШЫ ed a 
为 简化 积分 ， 引 入 角度 变量 a 作 如 下 代 换 : 
R = r/sina, z - 2’ = r/tana, dz' = rsinzada 图 2-3 例 22 图 
代 和 人 上 式 并 积分 ， 可 得 
E(r) = ——{ (sina, - sina, )e, - (сова, ~ сово, )e,] 
4meor 

若 线 电荷 分 布 在 无 线 长 范围 ， 即 оо, WA ww 一 0，om 一 T， 相 应 的 电场 为 


E(r) = < 
Оер 


2.1.3 静电 场 的 守恒 性 与 电位 


1. 静电 场 的 守恒 性 

有 了 表征 静电 场 的 基本 物理 量 电场 强度 之 后 ， 按 照 交 姆 
霍 效 定理 ， 下 面 先 来 讨论 静电 场 的 环 量 所 具有 的 特性 。 考 虑 
分 析 问 题 的 一 般 性 ,假设 所 讨论 的 静电 场 是 由 点 电荷 4 产生 
的 ， 由 前 面 的 分 析 可 知 真空 中 任 一 点 的 电场 为 

E(r) = 一 人 en 图 2-4 电荷 沿 不 同 路 失 移动 
4те, 

现 取 一 个 单位 正 试验 电荷 9,， 沿 空间 任 一 曲线 从 4 点 经 过 m 点 到 B 点 ,移动 此 试验 电 

荷 ， 如 图 2-4 所 示 ， 电 场 力 所 做 的 功 为 
gq "q4 4я 1 1 
= |е) а = [Жоосу = ГА Рта тале z z) 


Я 
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显然 ， 电 场 力 做 功 只 与 4 点 和 B 点 的 位 置 有 关 ， 与 积分 路 径 无 关 ， 或 者 说 沿路 径 4m5 与 
路径 4n8 做 功 相同 ， 即 
fa TEC) + dh, = |0) dl 
上 式 表 明 在 静电 场 中 电场 强度 沿 任意 闭合 回 线 的 环 路 线 积分 恒 为 零 ， 即 
fE d=0 (2-14) 
式 (2-14) 是 静电 场 非常 重要 的 特性 之 一 ， 说 明 静 电场 与 重力 场 一 样 是 一 种 保守 场 ， 这 
也 是 检验 电场 是 否 是 静态 场 的 一 个 必要 条 件 。 
利用 斯 托 克 斯 定理 可 将 式 (2-14) 改写 为 面积 分 形式 
$E- al =Í УХЕ -dS =0 
ЭТАН Е, ОВИЕ 1 所 界定 的 任意 空间 曲面 5 上 的 每 
一 点 处 为 零 ， 因 此 在 静电 场 中 任 一 点 处 均 应 满足 
VxE=0 (2-15) 
式 (2-15) 表明 ， 静 电场 中 电场 强度 的 旋 度 处 处 为 零 ， 或 者 说 静电 场 总 是 无 旋 的 ， 静 电 
场 的 电力 线 不 可 能 闭合 ， 而 是 有 头 有 尾 ， 且 互 不 相交 。 
2. 电位 的 定义 及 其 物理 意义 


在 物理 电磁 学 中 曾 将 移动 单位 正 电荷 从 4 点 到 有 点 所 做 的 功 定义 为 4B 两 点 之 间 的 电位 
Æ (potential difference) ， 用 Us 表示 ， 即 


Us = i 1 Е. (2-16) 
由 上 面 的 分 析 ， 在 点 电荷 产生 的 电场 中 有 
Ua 201-1) 


ATER, Re 
顾名思义 ， 电 位 差 Ua 是 指 4 У В AREZ, 一般 用 表示 电位 ， 则 有 
Us =p -p =, -z 


4те,К, 4те, 
若 令 Ra 一 om ， 显 然 有 wa =0， 称 B 点 为 零 电 位 参考 点 ， 则 点 电荷 中 任意 场 点 + 处 相对 于 
参考 点 的 电位 可 表示 为 
РУ. 06 9 
4meuR 4meolr -r'| 
由 此 公式 可 方便 地 推出 点 电荷 系 及 体 分 布 、 面 分 布 、 线 分 布 等 分 布 电荷 在 空间 任 一 点 产 
生 的 电位 公式 分 别 为 


Ф(г) = (2-17) 


ЗА 1 2 Е 2 1 = 9. Е 
Ро) "а Б, = ауа ТЕА] (22188) 
рг”) фу рб) у» 
g(r) = еа н ср” (2-18Ь) 


20") 


К e "= F 
olr) 27 dS 45 (2-18с) 


(7 твзшшзашимжа 


т(т) yy 


ar = а (2-184) 


1 1 
ркы el R Е пец [л-г | 
R (2-16) 既是 电位 差 的 定义 式 也 是 利用 电场 强度 求 电位 分 布 的 方法 之 一 。 
如 例 2-2 中 已 求 得 无 限 长 均匀 分 布线 电荷 在 空间 任 一 点 产生 的 电场 为 E(r) = А у 
о 
由 此 得 到 在 任 一 垂直 于 z 轴 的 平面 上 АВ 两 点 之 间 的 电位 差 为 


pi -oo = [Еа = „| "эш ~ mr) 
仍然 将 B 点 作为 零 电 位 参考 点 ， 即 令 ps = эш» = 0 ， 则 线 电荷 场 中 任意 场 点 r 处 
的 电位 为 
e(r) =- Ta (2-19) 


此 时 参考 点 显然 不 是 无 穷 远 处 ， 而 是 re =1 处 ， 即 半径 为 1 的 圆柱 面 为 该 系统 的 等 位 
面 ， 当 然 也 可 将 任 一 rs = const 的 圆柱 面 指定 为 参考 面 ， 这 时 只 需 在 式 (2-19) 的 基础 上 增 
加 一 个 常数 С 即 可 ， 即 


т 
Ф) ==; 


lnr +С 
ёо 


式 中 


т 
С = 7—41 
2meo 


因此 ， 依 据 式 (2-16) 定义 静电 场 中 任 一 场 点 " 相对 于 指定 参考 点 的 电位 为 
у а Ё а (2-20) 


在 实际 应 用 中 应 视 具体 情况 选择 电位 参考 点 ， 显 然 参 考点 不 同时 ， 空 间 某 点 的 电位 值 也 
将 不 同 ， 但 是 ， 一 旦 参考 点 选 定 ， 空 间 各 点 的 电位 之 差 ， 即 各 点 之 间 的 电位 分 布 规律 则 相对 
不 变 ， 或 者 说 空间 各 点 的 电位 之 差 与 参考 点 的 选择 无 关 。 电 路 理论 中 节点 分 析 法 正 是 建立 于 
此 理论 基础 之 上 的 。 

3. 电场 强度 与 电位 的 对 应 关系 

对 照 式 (2-13) 与 式 (2-18) 大 家 会 发 现 ， 这 两 组 公式 具有 非常 相似 的 特征 ， 显 然后 一 组 电 
位 积分 公式 是 标量 积分 ， 远 比 前 一 组 电场 强度 矢量 积分 公式 更 易于 求解 。 如 果 能 够 找 出 场 强 互 与 
电位 ф 的 关系 就 可 以 通过 简单 易 求 的 电位 分 布 一 一 标量 场 ， 间 接 求 得 复杂 的 电场 分 布 一 一 矢量 
场 。 而 在 易于 求 得 场 强 E 的 情况 下 也 可 方便 地 利用 式 (2-20) 求 得 电位 p 的 分 布 。 

下 面 仍然 从 点 电荷 的 电场 出 发 进行 分 析 。 为 便于 比较 ， 将 式 (2-12) 及 式 (2-17) 重 列 
如 下 : 

4 g(r -т) 
Батты шг 


Ж 9 
Г.о Расса S 
Ф) Е jalr i 
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TR, ВАЗЕ Т e 与 二 ， 直 前 面 例 2-1 已 知 YA = -十 er， 因此 有 
时 PEEL EE тур4 
Bn асе йж R a) 


Bp 
E(r) =- Vo (2-21) 
可 见 ， 电 场 强度 等 于 电位 的 负 梯 度 。 由 前 面 的 分 析 知 道 ， 电 位 的 分 布 与 参考 点 的 选择 有 
关 ， 但 参考 点 的 不 同 显然 不 影响 电场 强度 的 计算 结果 ， 因 为 
E(r) =- We +C) =- Vp 
所 以 ， 只 要 求 得 空间 电位 的 分 布 ， кошакан Анн, 按照 式 
(2-21) 也 可 做 逆 运 算 ， 由 场 强 羽 求 得 电位 р 的 分 布 ， 即 有 


Фп) =- JE:d+c (2-22) 


应 当 指出 ， 式 (2-22) 与 式 (2-20) 是 等 价 的 ， 只 不 过 式 (2-22) 是 式 (221) 的 逆 运 
Ж, 因此 有 负 号 ， 是 不 定 积分 待定 系数 C 由 指定 的 参考 点 来 确定 ; 而 式 (2-20) 是 指定 
参考 点 后 做 定 积分 运算 ， 积 分 上 下 限 分 别 为 参考 点 和 场 点， 所 以 不 再 有 负 号 。 在 同一 系统 、 
同一 参考 点 的 情况 下 两 种 积分 得 到 的 结果 一 定 相同 。 

电场 强度 与 电位 的 梯度 关系 也 可 由 静电 场 的 无 旋 性 [ER (2-15) ] 导出 ， 由 于 在 静电 
场 中 任 一 点 处 均 应 满足 


VxE=0 
由 场 论 分 析 可 知 任 一 无 旋 场 一 定 可 以 用 一 个 标量 函数 的 梯度 表示 ， 即 
Vx Vp =0 
显然 ， 上 式 可 以 写作 
- Vx Ур= Vx(- Уф) =0 
按照 梯度 的 定义 可 知 ， 梯 度 的 大 小 代表 标量 函数 在 空间 的 变化 率 ， 其 方向 代表 最 大 变化 
率 方向 ， 而 电场 强度 的 方向 恰恰 由 高 电位 指向 低 电 位 ， 因 此 电位 函数 的 负 梯 度 方向 就 是 电场 
IRBE E AÉ, BIR (2-21). 
在 直角 坐标 系 、 圆 柱 坐 标 系 、 球 坐标 系 中 式 (2-21) 的 展开 式 分 别 为 


Е =- Vo =- (Le, + aze ‚ + #е,) (2-23a) 
Эк" зау” дї 


де, ‚1де де 
Е-- үф - ИСА 2-23b 
е (58е. + тәф * аг ) 296) 


д; 1 8 1 a 
pan JS ж TE 3 РУ o) (2930) 
例 2-3 已 知 真空 中 某 静 电场 的 电位 为 p = 2x*y - 5z ， 求 点 P( 4,3,6) 处 的 电位 pp 及 
电场 强度 Epo 
解 ”将 场 点 坐标 值 代 人 电位 表达 式 即 可 得 到 已 点 的 电位 为 
Pr = 2xy -5z = [2 x (-4)? x3 -5 x6]V =66V 
由 式 (2-23a) 得 空间 任 一 点 的 电场 强度 


ОЕ Е 


a 
Е =- Vp aitt, Ет. - ОФ, = - 4хуе, – 22е, + 5е, 
Әх* ду! az 


将 P 点 坐标 代入 上 式 ， 有 
Е, = (48е, – 32е, + 5e,) V/m 


该 点 电场 强度 的 大 小 为 
= 48? +32! + SV/m = 57.9V/m 
方向 为 
Е, 48e, – 32е, + 5е, 
es, = = = 一 一 一 一 一 = 0.829e. — 0.553е, + 0. 086е, 
Е, 57.9 


Ai, P 点 电场 强度 还 可 写 为 
Е, = Epes, = 57.9(0. 829е, – 0. 553е, + 0. 08бе,) V/m 

显然 ， 电场 强度 E, 的 后 一 种 写法 可 以 更 清晰 、 明 确 地 描述 该 点 电 
场 的 大 小 及 方向 。 

例 2-4 ”相距 为 4、 等 值 异性 的 两 个 点 电荷 ， 当 d 远 小 于 观察 点 的 距 
离 时 ， 称 这 样 的 电荷 组 合 为 电 偶 极 子 (dipole), XBRE (dipole Е 
moment) 为 已 =qd。 现 将 一 对 电 偶 极 子 放 于 如 图 2-5 所 示 的 坐标 系 中 ， 

求 远 离 电 偶 极 子 〈 称 为 远 场 ) 任 一 点 尸 处 的 电场 强度 和 电位 。 

R ”该 系统 实际 上 是 两 个 点 电荷 构成 的 ， 因 此 只 需 利 用 点 电荷 的 电 7 
Ета ДЕЯ 182.5 例 2.4 图 

显然 先 求 电位 后 利用 梯度 运算 来 求解 电场 更 为 简便 ， 设 正 负电 荷 与 
场 点 之 间 的 距离 分 别 用 r, 、r- 表示 。 由 点 电荷 电位 公式 有 
4 з. „чал БА L) 0—1) 


Anes, Ameo. Ameir, г.) Ате, г. 
由 于 场 点 尸 远 离 电 偶 极 子 ， 即 r>d， 因 此 可 近似 认为 e., е, 与 e, 平行 ， 且 
rrm (r- Zoso) (r + Zoso) ~ а 
r_- r, = dcosg 
因此 
gdcosð _ P'e, 


etr) = == _ (2-4) 
Ame? Amey . 
由 于 电位 ф 是 球 坐 标 系 r、9 的 函数 ， 因 此 利用 式 (2-23c) 即 可 求 得 电场 强度 为 
az。_ 1 ар, - 2adeosg。， gdsinge 


E(r)=- Vo =- —е, -一 
(0) Ф 90 Ara "Аша 


= 5 (2созӣе, + зіпбе,) 
EE 


12-5 试 分 别 就 图 2-6 所 示 的 几 种 情况 求 真空 中 场 点 P 的 电场 与 电位 。 
(1) 半径 为 a 的 圆 环 上 均匀 分 布 有 线 电 荷 *， 场 点 位 于 图 环 几何 中 心 轴线 上 ; 
(2) 半径 为 a 的 圆 盘 上 均匀 分 布 有 面 电荷 c， 场 点 位 于 圆 盘 几 何 中 心 轴线 上 ; 


яж вез 3) 


(3) 半径 为 a ЖИ ЕТ ME с, AALTER 

(4) 半径 为 e 的 球体 上 均匀 分 布 有 体 电 荷 p， 场 点 位 于 球 外 。 

解 ”此 题 仍 采用 先 求 标量 电位 再 利用 梯度 运算 求 矢量 场 强 的 方法 分 析 。 

(1) 如 图 2- 6a 所 示 ， 在 圆 环 上 任 取 一 线 元 dl =айф', ШК = (а +2), AR 
(2-18d) 可 得 


1 [р тү аф __ то 

алеу К ` amet (а? +2) 26,0 +2)" 

由 电位 与 电场 的 梯度 关系 式 可 得 该 点 的 电场 强度 为 

ð таг 
Ea= уе аб 2 2600 +2) ' 

(2) 由 于 圆 盘 可 视 作 无 数 个 圆 环 构成 ， 因 此 可 借用 题 (1) 的 结果 求解 。 在 圆 盘 上 任 取 
一 半径 为 r， 宽 为 dr 的 圆 环 作为 微分 元 ， 如 图 2-6b 所 示 ， 由 题 (1) 中 结果 可 知 9 =72ma 的 
圆 环 电荷 产生 的 电位 应 为 


та T2ma 4 


Ф(2) = 


22,(а02 +2) Amela +2) Ате (а +2? 
o o ° 


因此 ， 对 应 的 微分 圆 环 元 电荷 dq = x2mrdr 产生 的 元 电位 应 为 


у" 


a2mrdr ordr 
沿 半径 方向 积分 即 可 求 得 整个 圆 盘 上 的 电荷 在 P 点 产生 的 电位 为 
9(z) = ари к “(е 60) а] 
i N 
с 
E =- Vo =- e = 3l! (а? сиј 
作为 此 题 的 特例 ， 若 将 圆 盘 改 为 无 限 大 平面 ， 即 ао, ， 则 上 式 电场 可 表示 为 
Е= 26 
(3) 仿照 题 (2) 的 分 析 方法 ， 在 球面 上 取 微 分 圆 环 ， 如 图 2- 6e 所 示 ， 圆 环 的 半径 7 = 
asin9， 宽 度 为 dg， 则 该 微分 圆 环 的 元 电荷 为 
dq = о2т(аѕіпӨ) (240) = o2ma?sinbdb 
Щ (1) 中 ol) 的 表达 式 中 的 圆 环 半径 а 应 为 "= asing， 场 点 到 圆 环 平面 的 距离 > 应 修 
IEX z =z-acos9， 相 应 的 电位 为 
К с2а? sinbdg 
4meo[ (asin)? + (z – асов)? ]'? 
只 需 对 上 式 将 9 从 0 ~" 积分， 即 可 求 得 整个 球面 上 的 电荷 在 P 点 产生 的 电位 p。 为 简 
化 积分 过 程 ， 可 令 * = aeosg， 则 相应 的 积分 为 


ФЕ dx сег“ dx 


б Га са +002) 2668 (2 +a 22)" 


(7 =вашазњазжа 


ЕЕ 名 均匀 带电 球体 


图 2-6 例 2-5 图 


= LF sd -2m) s св 
Zesz euz 
该 点 的 电场 强度 为 
P 
Е(г) =- e, = 09.6 
z 602 


(4) 此 题 可 利用 题 (3) 的 结果 求解 。 在 球体 中 取 一 半径 为 >、 厚 dr 的 同心 球面 作为 微 
з 

分 元 ， 由 题 (3) 中 电荷 9 = очта? 的 球面 在 场 点 产生 电位 p = gire 可 知 ， 微 分 元 电荷 
я 

94 =рётт? дг 所 产生 的 电位 应 为 


_ panrdr pridr 
Е 4TEoz т E07 
由 此 式 将 半径 7 从 0 ~a 积分 ， 即 可 求 得 整个 球体 上 的 电荷 在 P 点 产生 的 电位 为 


з 
-Pad с РА 
(0) = р ы Зеу 


dp 


相应 的 电场 强度 EE 为 


本 题 也 可 仿照 题 (3) 的 方法 取 半 径 г =asin9， 宽 度 为 ado 的 圆 面 作为 微分 元 ， 如 图 
2-6d 所 示 ， 由 题 (2) 的 结果 积分 求 得， 请 读者 自己 完成 计算 过 程 。 

4. 电场 线 与 等 位 面 

为 了 形象 地 描述 电场 的 分 布 特征 ， 法 拉 第 提出 了 电场 线 (streamline) 的 概念 。 电 场 线 
又 称 电 力 线 或 已 线 ， 由 一 族 有 向 曲线 构成 ， 曲 线 直上 各 点 的 切线 方向 d 就 是 该 点 电场 强度 
的 方向 ， 即 场 中 任意 一 点 的 电场 强度 已 都 与 该 点 的 线 元 dl 同方 向 。 数 学 上 描述 两 个 平行 矢 
量 的 关系 式 是 二 者 的 叉 积 为 零 ， 即 
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Exd=0 (2-25) 
求解 此 微分 方程 即 可 得 到 线 方程 。 在 直角 坐标 系 中 该 方程 简化 为 


二 (2-26) 


将 电位 相等 的 点 连 起 来 构成 的 曲面 或 曲线 称 为 等 位 面 (equipotential surface) 或 等 位 线 ， 
其 方程 为 
e(r) = С (2-27) 
取 不 同 的 常数 С 即 可 得 到 一 族 等 位 线 方程 。 由 电场 强度 与 电位 之 间 的 梯度 关系 可 知 ，E 
线 与 等 位 面 ( 线 ) 一 定 是 处 处 正 交 的 。 
以 例 2-2 中 无 限 长 线 电 荷 产生 的 电场 为 例 ， 其 电场 强度 和 电位 (以 r=1 的 圆柱 面 为 参 
жщ) 分别 为 
E(r) = „——е, 
2meor 
т 
e(r) = Эте, 
显然 等 位 面 一 定 是 = const 的 圆柱 面 ， 而 电场 线 则 是 与 之 正 交 的 射 面 ， 即 由 = сопы: 的 射 
面 。 如 图 2-7a 所 示 。 图 2.7b 、e 还 给 出 了 其 他 一 些 常见 场 图 的 分 布 ， 图 中 等 位 面 之 间 的 间隔 
即 电位 差 是 相等 的 ， 因 此 等 位 面 越 密 的 地 方 场 强 也 越 大 。 


lnr 


下 无 限 长 正 线 电荷 э 平行 板 电容 器 


图 2-7 常见 电荷 的 空间 电场 分 布 示意 图 

由 唯一 性 定理 及 静电 场 的 性 质 可 知 ， 静 电场 中 的 EE 线 一 定 是 有 头 有 尾 一 一 起 始 于 正 电 
荷 终止 于 负电 荷 一 一 的 一 族 曲线 ， 且 互 不 相交 。 

随 着 计算 机 技术 的 普及 应 用 ， 可 以 方便 地 利用 现 有 软件 的 强大 功能 库 完成 场 的 计算 及 场 
图 绘制 ， 工 程 上 也 可 借助 作 图 法 定性 分 析 场 的 分 布 。 一 般 先 根据 电极 的 电位 差 ， 选 择 适当 的 
等 位 线 根 数 画 出 一 族 等 位 线 ， 再 根据 E 线 与 等 位 线 处 处 正 交 的 原则 画 出 EE 线 。 详 细 的 做 图 
方法 本 文 不 作 过 多 介绍 。 


2.2 高 斯 定理 


本 章 2. 1.3 节 中 讨论 了 静电 场 的 守恒 定理 ， 即 场 强 的 环 量 性 质 ， 这 一 节 讨论 场 强 五 的 通 


б 工程 电磁 场 与 电磁 波 基础 


量 性 质 ， 即 大 家 非常 熟悉 的 高 斯 定理 。 

法 拉 第 在 研究 电磁 现象 时 发 现 电磁 场 的 载体 对 场 的 分 布 等 影响 非常 明显 ， 由 物理 的 电磁 
学 已 知 ， 电 场 的 载体 可 分 为 真空 〈free space) 、 导 体 (conductor) 和 电介质 (dielectric ) 
(半导体 不 在 本 书 讨论 范围 之 内 ) 三 类 ,在 这 一 节 分 别 对 这 三 种 载体 中 场 强 的 通 量 性 质 加 以 
讨论 。 

2.2.1 真空 中 的 高 斯 定理 


享有 “数学 王子 ”美称 的 德国 数学 家 、 物 理学 家 高 斯 通过 续 密 运算 推出 了 著名 的 高 斯 
定理 : 在 真空 中 、 ай тазик. 等 于 该 曲面 所 包围 的 所 有 电荷 
的 代数 和 除 以 so， 
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в 

下 面 仍 以 点 电荷 产生 的 场 为 例 对 式 (2-28) 加 以 说 明 ， 将 点 电荷 系 电场 强度 公式 
(2-13a) 代入 上 述 通 量 表 达 式 则 有 
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P. ‚фк. = Ка 5 и И № 
由 数学 立体 角 的 定义 可 知 上 式 中 的 积分 中 
的 立体 角 (3.， 对 于 闭合 曲面 $5， 有 


Ф, =фЕ-4$ = (2-28) 


ds 


所 在 的 点 张 开 


em “dS _ J45, 上 点 在 5 内 
2, = Bo {0 大 点 在 S 外 

将 上 式 代入 通 量 表示 式 即 可 得 到 式 (2-28), ， 式 中 右 端 电荷 的 总 量 取决 于 各 点 电荷 与 曲 
面 〈 又 称 为 高 斯 面 ) 之 间 的 互相 位 置 ， 只 有 那些 被 S 面包 围 的 电荷 才 出 现在 求 和 式 子 中 ， 
而 那些 没有 被 S 面 围 住 的 电荷 虽然 对 电场 E 的 构成 做 了 相应 的 贡献 但 却 不 出 现在 公式 中 ， 
或 者 说 ， 只 有 高 斯 面包 围 的 电荷 才 是 式 (2-28) 中 的 有 效 电荷 。 

从 电磁 学 中 已 知 ， 高 斯 定理 广泛 应 用 于 求解 对 称 情况 下 电场 的 分 布 ， 这 里 要 强调 的 是 ， 
ЖЕФ, 是 电场 强度 玉 与 面积 元 dS 的 矢量 点 积 的 面积 分 ， 实 际 应 用 此 定理 求解 电场 时 需 注 
意 : 要 依据 矢量 的 方向 正确 选择 高 斯 面 。 

例 2-6 利用 高 斯 定理 求 例 2-5 的 题 (4) 中 体 电荷 密度 为 p 的 均匀 球体 (半径 为 a) 内 
外 的 电场 分 布 与 电位 分 布 。 

解 ”由 于 电荷 在 球 内 均匀 分 布 ， 且 处 于 无 限 大 真空 中 ， 因 此 其 电场 一 定 是 球 对 称 的 ， 也 
就 是 说 ， 电 场 媚 只 有 半径 方向 的 分 量 ， 且 只 与 坐标 > 有 关 ， 即 已 = Е, (г)е, 。 因 此 可 以 选择 
与 球 同 心 的 球面 作为 高 斯 面 ， 此 时 高 斯 面 的 法 线 方向 与 电场 E 同方 向 ， 从 而 将 矢量 面积 分 
简化 为 标量 积分 ， 同 时 由 于 对 称 性 ， 任 一 半径 的 球面 上 电场 为 常量 ， 因 此 上 述 积分 还 可 进 一 
步 简化 为 


{Е -dS = En)e, - dSe, = $ ®,о)д5 = E,(r)4n 
对 于 球 外 r >a 处 的 电场 ， 由 于 高 斯 面包 围 整个 球体 ， 故 所 含 电荷 为 球体 内 的 总 电荷 ， 即 
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而 对 于 球 内 r<a 处 的 电场 ， 由 于 高 斯 面 小 于 球面 ， 因 而 包含 的 电荷 只 是 总 电荷 的 一 部 
分 ， 即 
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$E dS = Е,(г)4тг = = орут" 
所 以 


已 (r) = Ё, г<а 
Eo 
显然 若 仍然 沿用 例 2-5 的 积分 方法 求 球 内 电场 分 布 会 困难 得 多 。 


电位 的 计算 可 由 式 (2-20) 得 到 ， 由 于 电场 沿 半径 方向 ， 故 选择 沿 半径 方向 作为 积分 路 
径 以 简化 矢量 积分 为 标量 积分 。 另 外 ， 由 于 球 外 电场 已 = 点 ， 因此 可 将 无 穷 远 处 取 为 电位 
参考 点 ， 故 当 r>a 时 
Даа как рае 
pu(r) = ы Е, + а =Í E,dr =Í 220 = 


3eor 


ШЕ rsak} 
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由 此 例题 的 运算 过 程 可 见 ， 应 用 高 斯 定理 的 关键 之 一 是 正确 选择 高 斯 面 ， 利 用 对 称 性 使 
高 斯 面 的 法 向 与 场 强 忆 同方 向 ， 化 矢量 积分 为 面积 分 ; 关键 之 二 是 正确 计算 高 斯 面 内 所 包 
含 的 电荷 ， 当 电荷 不 均匀 分 布 时 ， 必 须 用 积分 方法 计算 总 电荷 。 

127 设 真空 中 有 一 半径 为 a 的 无 限 长 圆柱 体 ， 电 荷 体 密度 为 p=2r， 求 空间 的 电场 分 布 。 

解 与 例 2-6 相 比 ， 电 荷 不 是 均匀 分 布 ， 即 p 关 const， 但 电荷 的 分 布 规律 仍 满足 轴 对 称 
性 ,其 场 强 一 定 也 是 轴 对 称 的 ， 且 只 与 坐标 "有关 ， 即 EE = E,(r)e, ， 因 此 可 选择 与 圆柱 体 
同 轴 的 柱 面 ( 设 长 为 >а) 作为 高 斯 面 ， 有 
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再 次 提醒 读者 注意 的 是 ， 此 例 由 于 电荷 密度 是 空间 坐标 的 函数 ， 因 此 高 斯 面 内 包含 的 电 
荷 量 必须 进行 积分 计算 求 得 ， 而 不 能 像 例 2-5 那样 直接 用 体 密度 p 乘 以 体积 了 求解 。 

到 目前 为 止 ， 所 讨论 的 静电 场 问题 都 仅 限于 真空 区 域 ， 事 实 上 ， 工 程 实际 中 的 电磁 装置 
是 由 多 种 材料 的 零 部 件 构成 的 ， 比 如 继电器 就 是 由 电工 钢 片 到 成 的 铁心 、 铜 漆包线 缠绕 的 线 
图 、 绝 缘 介 质 、 镀 银 触 头 、 硬 橡胶 外 过 等 组 合 而 成 。 由 电磁 学 的 理论 已 知 ， 从 物质 的 电 特性 
进行 分 类 可 把 物质 (又 称 为 媒质 ) 分 为 导体 与 介质 两 大 类 ， 因 此 有 必要 分 别 单独 讨论 这 两 
类 媒质 中 场 的 特性 ， 为 分 析 工 程 实际 中 的 电场 问题 莫 定 基础 。 


2.2.2 静电 场 中 的 导体 及 其 特性 


一 般 电 气 装置 中 的 铜 、 铝 质 导 流 排 、 导 线 ， 钢 、 铁 质 导 磁 支架 ， 镀 金 、 银 、 金 属 合金 等 
材质 的 触 头 等 均 属于 导电 体 范畴 ， 简 称 为 导体 。 它 们 共同 的 特点 是 导体 分 子 内 含有 大 量 的 自 
由 电荷 ， 这 些 自由 电荷 受 原子 核 的 束缚 力 很 弱 ， 在 外 加 电场 的 作用 下 可 以 在 导体 内 自由 移 
动 ， 形 成 流动 的 电荷 ， 因 此 形象 地 称 之 为 导电 体 。 

根据 以 往 电磁 学 已 经 学 过 的 知识 ， 可 将 处 于 静电 场 中 的 导体 所 具有 的 特性 归纳 如 下 : 

1) 静电 场 中 导体 内 的 电场 为 零 (否则 自由 电荷 会 在 非 零 电场 的 作用 下 运动 ， 这 与 静电 
场 概念 相悖 ) 。 

2) 导体 内 部 没有 自由 电荷 ， 所 有 电荷 均 移 至 导体 表面 ， 或 者 说 导体 内 自由 电荷 的 体 密 
度 为 零 ， 电 荷 以 面 分 布 形式 存在 ， 趋 于 导体 的 尖 角 处 且 处 于 一 种 静电 平衡 状态 。 

3) 导体 为 等 位 体 ， 即 导体 的 电位 为 常数 。 

4) 导体 外 部 的 电场 垂直 于 导体 表面 ， 且 在 导体 尖 角 处 场 强 最 强 。 

由 以 上 结论 可 知 ， 静 电场 中 的 导体 是 最 简单 的 ， 电 场 为 零 ， 故 不 需要 求解 。 

但 进一步 探究 会 发 现 上 述 结论 中 还 有 相当 多 的 定性 描述 ， 对 于 不 规则 导体 其 表面 电荷 的 
分 布 规律 与 哪些 因素 有 关 ? 如 果 场 中 含有 多 个 互 不 相连 的 导体 ， 每 个 导体 的 电位 是 否 相同 ? 
如 何 确定 ? 等 等 ， 这 些 问题 都 有 待 于 本 章 后 面 几 节 来 讨论 。 


2.2.3 静电 场 中 介质 的 极 化 及 其 极 化 特性 


与 导体 不 同 的 是 介质 分 子 中 能 自由 移动 的 电子 十 分 稀少 ， 大 部 分 电子 被 原子 核 紧 紧 束 缚 
在 其 周围 ， 在 外 加 电场 作用 下 这 些 电子 只 能 在 原子 核 周围 小 范围 偏 移 ， 而 不 能 像 导 体 中 的 电 
子 那样 沿 电场 方向 自由 运动 ， 因 此 说 介质 不 具有 导电 能 力 ， 故 被 称 为 电 的 绝缘 体 。 当 然 ， 如 
果 外 加 电场 超过 某 一 极限 ， 介 质 中 的 电子 就 会 脱离 原子 核 的 束缚 而 运动 ， 从 而 导电 ， 这 种 现 
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象 称 之 为 介质 被 击 穿 ， 相 应 的 电场 强度 称 为 介质 的 击 穿 场 强 。 例 如 ， 人 们 束 以 生存 的 空气 在 
通常 情况 下 是 绝缘 的 ， 但 若 电场 强度 超过 3 x 10'V/m， 空 气 也 会 被 击 穿 导电 。 此 外 ， 由 于 构 
成 介质 的 材料 特性 不 同 ， 各 种 介质 的 击 穿 场 强 也 不 尽 相同 ， 如 硬 橡胶 的 击 穿 场 强 为 60 x 
10*V/m。 当 然 ， 同 一 种 介质 ， 在 不 同 环境 下 电 特 性 也 会 改变 ， 如 空气 在 雾 天 或 雨天 ， 其 击 
穿 场 强 就 会 下 降 ， 这 就 是 有 些 高 压 电网 在 雨季 容易 出 现 电学 现象 的 原因 之 一 。 一 般 常 用 电工 
材料 的 击 穿 场 强 可 由 电工 手册 查 得 。 

与 自由 电荷 相对 应 ， 介 质 中 电子 所 带 的 电荷 被 称 为 束缚 电荷 (bound charges) ， 物 理学 
中 把 介质 分 子 分 为 极 性 分 子 (polar molecule) 和 非 极 性 分 子 (nonpolar molecule) 两 大 类 ， 
非 极 性 分 子 中 原子 正 负电 荷 的 作用 中 心 重 合 ， 对 外 不 显 电 性 ， 而 极 性 分 子 中 原子 正 负电 荷 的 
作用 中 心 不 重 合 ， 每 个 原子 类 似 于 一 个 电 偶 极 子 ， 通 常情 况 下 这 些 电 偶 极 子 按 同 性 相 斥 ЖЯ 
性 相 吸 的 规律 排列 ， 合 成 电 矩 为 零 ， 对 外 产生 的 合成 电场 也 为 零 。 

在 外 加 电场 作用 下 ， 非 极 性 分 子 与 极 性 分 子 的 束缚 电荷 均 会 改变 分 布 规律 ， 介 质 分 子 的 
极 化 如 图 2-8 所 示 ， 对 非 极 性 分 子 而 言 ， 原 来 重心 重合 的 正 负电 荷 由 于 受 外 加 电场 的 影响 发 
生 不 同方 向 的 偏 移 ， 相 当 于 由 非 极 性 分 子 转变 为 极 性 分 子 ， 即 原子 核 与 负 的 电子 重心 等 效 成 
一 个 个 电 偶 极 子 。 这 两 类 分 子 中 的 电 偶 极 子 在 外 加 电场 作用 下 发 生 有 规律 的 偏 移 、 旋 转 ， 其 
中 正 电荷 顺 着 电场 方向 旋转 ， 负 电荷 逆 着 电场 方向 旋转 ， 使 介质 表面 形成 了 有 规律 的 电荷 分 
布 ， 如 图 2-8d 所 示 ， 整 个 介质 类 似 于 一 个 有 极 性 的 物体 ， 这 种 现象 称 之 为 介质 的 极 化 ， 两 
类 分 子 中 的 电荷 均 被 称 作 极 化 电荷 。 


原子 核 
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负 的 极 化 面 电荷 


电场 的 作用 下 极 化 


图 2-8 介质 分 子 的 极 化 
介质 极 化 的 结果 是 在 介质 内 部 形成 了 一 个 与 外 加 电场 方向 相反 的 极 化 电场 ， 该 电场 与 外 
加 电场 到 加 使 得 介质 中 的 合成 电场 弱 于 外 加 电场 的 强度 ， 正 是 介质 的 这 一 特性 使 得 绝缘 介质 
在 大 容量 电气 装置 中 得 到 了 广泛 的 应 用 ， 如 高 压 电 缆 中 使 用 浸 油 、 浸 树脂 的 纸 或 聚 乙烯 材料 
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代替 空气 做 导体 间 的 绝缘 材料 。 

在 工程 实际 中 ， 由 于 不 同 介质 的 击 穿 场 强 不 同 ， 或 者 说 不 同 材料 的 介质 所 能 承受 的 外 加 电 
场 的 强度 不 同 ， 为 了 合理 、 安 全 地 利用 各 种 材料 ， 对 介质 中 电场 的 定量 分 析 就 必 不 可 少 了 。 

回顾 真空 中 利用 点 电荷 的 电场 积分 计算 分 布 电荷 的 电场 分 析 方法 ， 对 比 介质 极 化 的 结论 
不 难看 出 极 化 电荷 产生 的 极 化 电场 完全 可 以 仿照 上 述 方法 积分 得 到 。 

由 前 面 的 讨论 已 知 ， 无 论 是 由 极 性 分 子 还 是 非 极 性 分 子 构成 的 介质 在 外 加 电场 作用 下 极 
化 后 均 可 视 为 一 对 对 电 偶 极 子 ， 当 然 这 些 电 偶 极 子 的 分 布 密度 、 电 偶 极 矩 等 是 由 介质 本 身 的 
分 子 构成 且 由 外 加 电场 决定 的 。 相 对 于 某 一 确定 的 介质 而 言 ， 在 某 个 给 定 的 外 加 电场 下 ， 上 
述 要 素 是 确定 的 ， 它 所 产生 的 极 化 电场 也 相应 确定 ， 因 此 介质 极 化 后 极 化 电荷 所 产生 的 场 与 
真空 中 具有 相同 分 布 规律 的 电 偶 极 子 所 产生 的 电场 相同 。 换 名 话说， 如 果 把 介质 换 成 真空 
在 原来 介质 存在 的 空间 填充 与 极 化 电荷 分 布 规律 相同 的 一 对 对 电 偶 极 子 ， 它 们 所 产生 的 电场 
分 布 一 定 是 相同 的 。 这 样 蔡 换 的 结果 就 把 难题 由 复杂 介质 中 的 电场 分 布 问题 简化 到 真空 中 电 
个 极 子 族 产生 电场 的 计算 问题 了 ， 问 题 迎刃而解 。 

把 前 面 例 2-4 得 到 的 一 对 位 于 真空 中 坐标 原点 的 电 偶 极 子 在 空间 任 一 点 产生 的 电位 表达 
式 重 新 列 在 这 里 ， 有 

(7) = 80000 Ре, 
和 
显然 ， 位 于 空间 任意 源 点 位 置 的 元 电 偶 极 矩 dp 产生 的 元 电位 应 为 
dp(r') ,en 
С ате 
НАЧИНЕ gp， 则 只 需 将 上 式 对 整个 介质 所 在 空间 积分 即 可 。 
仿照 体 分 布 电荷 的 定义 ， 设 介质 体积 AY 中 含 N 个 极 化 电荷 的 电 偶 极 子 ， 这 些 电 偶 极 子 


的 总 的 电 偶 极 矩 为 > P: ， 则 定义 极 化 强度 矢量 ( polarization ， 用 大 写字 母 P 表 示 ) 为 


Ур 
но бу 
BA, RE P 可 看 做 介质 中 电 侦 极 矩 的 体 密度 the dipole moment рег unit volume) ， 其 
量 纲 为 库 每 平方 米 (C/m?*) 。 由 极 化 强度 可 知 元 偶 极 矩 dp = Pdy'， 故 整个 极 化 介质 中 的 所 


有 极 化 电荷 在 空间 产生 的 合成 电位 为 


(7) = Ар 200 
С к 


ау’ 
由 例 2-1 Вя, Ур = - VE = зен ， 所 以 上 式 可 进一步 改写 为 


1 ya 
g(r) = аР) VRY 


利用 矢量 恒等式 Y (ФА) = V-A + 4 ，Vp ， 将 上 式 积分 分 解 为 以 下 两 项 : 
1р М Р(т) 1 » РС") у 
e(r) = Taah p ov +], vd 
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再 利用 高 斯 散 度 定理 将 上 式 中 的 第 二 项 等 效 变换 为 沿 介质 表面 的 面积 分 ， 有 
1р М Р(т) „1 a ый те, 
g(r) eh ү dy тең! Rs (2-29) 
р, e 为 介质 表面 的 外 法 线 方向 的 单位 矢量 。 对 比 真空 中 体 分 布 电荷 、 面 分 布 电荷 电位 
的 计算 式 〈2-18b) 、 式 (2-18c) ， 为 方便 观察 重新 列 出 如 下 : 
1 peT), реб), 
51 в 7700) аа к 
可 见 , R (2-29) 中 体积 分 中 的 - V- P(r") 相当 于 一 种 体 分 布 电荷 的 体 密度 ， 面 积分 
中 的 P(r') е, 相当 于 一 种 面 分 布 电 荷 的 面 密度 ， 这 些 电 荷 与 介质 极 化 后 形成 的 极 化 电荷 相 
对 应 ， 因 此 定义 极 化 电荷 的 体 密度 和 面 密度 分 别 为 


Ф(ғ) = 


P, =- VP (2-30a) 
o = Ре, (2-30) 
R (2-29) 可 以 改写 为 
-Lf ay lh Zas < 
Ын бы tanb ВЧ (231) 


在 引入 了 极 化 电荷 的 体 密度 、 面 密度 的 概念 之 后 ， 介 质 极 化 后 的 电场 就 可 看 做 真空 中 两 
种 特殊 自由 电荷 产生 的 场 ， 显 然 极 化 电荷 的 分 布 取决 于 极 化 强度 矢量 P。 可 以 证 明 ， 介 质 极 
化 后 整体 极 化 电荷 的 总 和 为 零 ， 即 
4 = Јоу +$, оуй3' =0 
由 前 面 的 讨论 可 知 极 化 强度 与 介质 材料 本 身 的 极 化 程度 有 关 。 实 验 表明 ， 自 然 界 存在 的 
介质 极 化 特性 各 异 ， 其 中 大 多 数 介质 的 极 化 强度 与 介质 中 的 合成 电场 成 正比 ， 即 
Р = ex E (2-32) 
ҖИ, xe 称 为 介质 的 极 化 率 ( electric susceptibility), XE x, 为 正 实数 。 对 这 类 介质 而 言 其 
极 化 强度 与 合成 电场 的 方向 相同 ， 极 化 强度 的 某 一 坐标 分 量 仅 取 决 于 电场 强度 相应 的 坐 
标 分 量 ， 而 极 化 率 与 电场 方向 无 关 ， 称 这 类 介质 为 各 向 同性 (isotropic) 介质 。 与 之 相对 应 
的 另 一 类 介质 ， 其 极 化 强度 的 某 一 坐标 分 量 不 仅 与 电场 强度 的 相应 坐标 分 量 有 关 ， 还 与 电场 
强度 的 其 他 坐标 分 量 有 关 ， 这 时 的 极 化 率 是 一 个 三 维 二 阶 张 量 ， 极 化 强度 与 电场 强度 的 关系 


可 表示 为 
Р, Xa Xa Хез \ (Е, 
зл 
Р, a Xa Хаз) ХЕ, 


上 式 表明 ， 当 电场 的 方向 发 生 改 变 时 ， 介 质 极 化 的 强度 将 随 之 改变 。 如 已 =e:Eo нї, i 
质 的 极 化 率 由 Xn 、Xe、Xat 这 三 个 元 素 决定 ， 若 同样 强度 的 电场 方向 改变 ,如 E=e,Eo 时 ， 
介质 的 极 化 率 则 由 Xa、Xwz、Xaz 这 三 个 元 素 决 定 。 这 表明 介质 的 极 化 率 与 电场 强度 的 方向 
有 关 ， 也 就 是 极 化 特性 与 电场 强度 方向 有 关 ， 或 者 说 沿 不 同方 向 施加 电场 时 ， 介 质 的 极 化 特 
性 发 生 改变 ， 因 此 ， 称 这 类 介质 为 各 向 异性 (anisotropic) 介质 。 

此 外 ， 若 介质 空间 内 各 点 的 极 化 率 均 相同 ， 称 介质 为 均匀 (homogeneous) 介质 ， 否 则 
为 非 均 匀 介 质 ; 若 极 化 率 的 值 不 随 电场 强度 的 量 值 变化 ， 称 介质 为 线性 介质 ， 反 之 则 称 为 非 
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线性 介质 。 如 工程 上 常用 的 铁 电 材料 (ferroelectric) 就 不 仅 具 有 非 线性 性 质 ， 而 且 具 有 滞后 
效应 (hysteresis effect) ， 即 其 极 化 特性 与 样本 的 过 去 状态 有 关 。 除 此 而 外 ， 一 般 常用 的 绝缘 
材料 大 多 情况 下 都 可 视 为 线性 、 均 匀 、 各 向 同性 的 ， 此 时 式 (2-32) 中 的 极 化 率 为 一 正 的 实 
常数 ， 大 多 可 由 电工 手册 查 得 。 


2.2.4 介质 中 的 高 斯 定理 


在 前 面 的 分 析 中 ， 根 据 介质 极 化 的 物理 本 质 ， 将 存在 电介质 时 的 静电 场 问题 等 价 为 真空 
中 的 极 化 电荷 与 自由 电荷 共同 作用 产生 的 静电 场 ， 使 问题 的 分 析 得 到 了 简化 。 

下 面 继续 讨论 介质 中 电场 强度 的 通 量 性 质 。 

假设 电场 由 自由 电荷 9 产生 ， 如 图 2-9 所 示 ， 为 不 失 
一 般 性 , 设 这 些 自由 电荷 分 布 在 体积 为 Y,、 表 面积 为 S， „ 
的 导体 中 ， 导 体 周围 填充 无 限 大 介质 ， 如 图 中 虚线 所 示 。 人 一 
现在 介质 中 任 取 一 包围 自由 电荷 的 封闭 曲面 S， 该 高 斯 面 “一 
包围 的 体积 为 Y。 由 上 一 节 分 析 可 知 ， 介 质 在 自由 电荷 产 А 
生 的 场 中 极 化 ， 形 成 体 分 布 和 面 分 布 的 极 化 电荷 ， 将 介 
质 用 极 化 电荷 代 换 ， 达 到 静电 平衡 后 的 电场 即 可 看 成 是 图 2-9 介质 中 的 高 斯 定理 
由 自由 电荷 和 极 化 电荷 共同 在 真空 中 引起 的 ， 因 此 真空 
中 静电 场 的 高 斯 定理 仍 适 用 ， 只 是 总 电荷 不 仅 包括 自由 电荷 ， 也 包括 极 化 电荷 ， 即 


fE-as = L(g +4) (2-33) 
o 
AF, а, 为 高 斯 面 S 内 的 总 极 化 电荷 。 由 于 p,= - VP, o,=P e.， 故 极 化 电荷 为 
=] A + ovdS = |, - V- Pav +$ P- е,45 
应 用 高 斯 散 度 定理 ， 则 有 
ь=ф-Рсе45+ф Р-еаёд=-фР-4$ 


HERRAR 〈2-33) ， 注 意 方程 式 两 边 的 面积 分 是 针对 同一 个 高 斯 面 5 的 ， 因 此 可 以 
合并 ， 有 


$ (Е + P) +48 = 4 (2-34) 
+ 
D = 6E +P (2-35) 
则 式 (2-34) 可 写 为 
фр .dS = 4 (2-36) 


EE, R (2-36) 中 方程 式 右 端 仅仅 为 闭合 面 内 包含 的 自由 电荷 ， 该 电荷 可 以 是 若干 个 
点 电荷 ， 也 可 以 是 任意 空间 分 布 的 其 他 自由 电荷 的 总 和 。 

矢量 DD 称 为 电位 移 ( displacement density) ， 也 称 为 电 通 [Wt] 密度 (electric flux densi- 
ty), R (2-36) 是 任意 介质 均 满足 的 一 般 形式 的 高 斯 定理 。 该 定理 表明 ， 在 任意 介质 中 ， 
通过 任意 封闭 曲面 5 的 电位 移 的 通 量 等 于 闭合 面 内 包围 的 自由 电荷 的 总 和 ， 而 与 闭合 面 外 的 
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自由 电荷 以 及 介质 中 的 极 化 电荷 无 关 。 

在 前 面 讨论 介质 的 极 化 时 ， 是 用 真空 中 的 极 化 电荷 替换 介质 来 等 价 计算 介质 中 的 电场 
的 ， 在 引入 了 电位 移 矢 量 之 后 ， 极 化 电荷 对 电场 的 作用 通过 式 (2-35) 就 归 入 了 电位 移 矢量 
中 。 因 为 由 极 化 而 产生 的 极 化 电荷 的 效果 已 包括 在 极 化 强度 PP 中， 所 以 也 就 包括 在 电位 移 了 
中 了 ， 因 此 只 需 由 自由 电荷 即 可 分 析 介 质 中 的 电场 分 布 而 不 必 管 极 化 电荷 的 分 布 情况 ， 电 场 
的 分 析 得 到 了 进一步 的 简化 。 

事实 上 , R (2-35) 是 电位 移 矢 量 的 定义 式 方程 ， 它 描述 了 介质 极 化 后 极 化 强度 已 与 
外 加 电场 EE 之 间 的 关系 ， 所 以 又 称 该 方程 式 为 任意 电介质 的 本 构 关 系 方程 ， 也 叫做 介质 的 
特性 方程 。 

假设 闭合 面 内 的 自由 电荷 为 体 密度 为 p 的 分 布 电荷 ， 将 高 斯 散 度 定理 应 用 于 式 (2-36) 
可 得 

f V- DdV = } рау 


车 要 上 式 适 用 于 任意 选取 的 积分 曲面 ， 只 有 对 应 场 中 每 一 点 的 被 积 函 数 均 处 处 相等 ， 即 

VD=p (2-37) 

这 是 高 斯 定理 的 微分 形式 的 方程 ， 它 表明 静电 场 中 任 一 点 的 电位 移 D 的 散 度 等 于 该 点 
的 自由 电荷 体 密度 。 

真空 是 介质 的 一 种 特殊 形式 ， 其 极 化 强度 为 零 ， 因 此 真空 的 特性 方程 为 D = soE， 此 时 


介质 中 的 高 斯 定理 为 soE “dS = 9 ， 这 与 真空 中 的 高 斯 定理 式 (2-28) 一 致 ， 可 见 真空 情 


况 下 电位 移 矢量 与 电场 同方 向 。 
对 于 各 向 同性 介质 , 将 P=so.E 代入 式 (2-35) 可 将 其 简化 ， 有 
D = Е + ew.E = co(1 +x.)E 
令 
E = e(l +X.) = був, 
则 
D = sE (2-38) 
R (2-38) 只 适用 于 线性 介质 ， 称 为 线性 各 向 同性 电介质 的 本 构 关系 方程 ， 或 称 为 特性 
方程 。 式 中 ，e 称 为 电介质 的 介 电 常数 (permittivity )， 单 位 为 法 每 米 (F/m), mi 
в, = 1 +X。= e/eo 称 为 相对 介 电 常数 (relative permittivity or dielectric constant) ， 无 量 纲 。 对 
于 真空 ， 其 相对 介 电 常数 e =1， 对 于 地 球 表层 的 空气 ， 其 相对 介 电 常数 s, = 1. 0006， 一 般 
情况 可 近似 为 1。 与 真空 情况 相似 ， 各 向 同性 的 介质 中 的 电位 移 矢 量 也 是 与 电场 强度 成 正比 
且 与 之 同方 向 的 。 表 2-1 给 出 了 几 种 常用 介质 的 相对 介 电 常数 。 


表 2-1 
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对 于 任意 介质 ， 由 式 (2-35) 可 知 电位 移 矢量 由 电场 强度 E 和 极 化 强度 P 共同 决定 ， 
如 果 介质 为 各 向 异性 ， 电 位 移 矢量 就 会 与 电场 方向 不 一 致 ， 此 时 二 者 的 关系 可 表示 为 


D, En en £n) (Е, 
D, | = |en En ens ||Е, 
D, En En En/ Е, 


对 于 介质 的 本 构 关系 方程 ， 式 (2-35) 描述 了 任意 电介质 中 电位 移 矢 量 D 与 电场 强度 
Е 和 极 化 强度 P 之 间 的 约束 关系 ， 式 (2-38) 则 是 介质 为 各 向 同性 条 件 下 的 简化 形式 ， 上 式 
则 对 应 各 向 异性 条 件 下 的 一 般 表示 形式 。 这 些 表达 式 即 为 介质 在 电场 作用 下 极 化 后 介质 中 电 
场 强度 与 电位 移 之 间 的 约束 方程 ， 该 约束 方程 在 电磁 场 理论 中 所 起 的 作用 类 似 于 电路 理论 中 
元 件 的 电压 与 电流 的 约束 方程 (VCR) ， 表 明 介质 在 电场 作用 下 极 化 的 特性 ， 是 构成 介质 的 
材料 本 身 所 特有 的 性 质 ， 也 是 描述 介质 中 电场 性 质 必 不 可 少 的 特性 方程 。 

作为 电气 装置 中 必 不 可 少 的 绝缘 材料 ， 电 介质 的 特性 分 析 在 工程 设计 中 是 一 个 非常 重要 
的 环节 ， 本 书 所 涉及 的 只 是 最 基本 的 线性 、 各 向 同性 情况 ， 更 多 内 容 请 读者 参阅 相关 专业 书 
籍 。 

对 于 均匀 介质 ， 由 于 介质 的 介 电 常数 与 坐标 无 关 ， 本 章 2. 1 节 给 出 的 电场 强度 及 电位 与 
自由 电荷 的 计算 公式 均 成 立 ， 只 需 将 式 中 的 真空 介 电 常 数 so 换 成 介质 的 介 电 常数 e 即 可 。 

9128 同 轴 电缆 长 度 工 远大 于 截面 半径 ,已 知 内 、 外 导体 半径 分 别 为 a 和 8， 外 皮 厚 
度 忽 略 不 计 ， 内 电场 分 布 如 图 2-10 所 示 。 其 间 充 满 介 电 常数 为 = 的 介质 ， 将 该 电缆 的 内 外 
“ 导体 与 直流 电压 源 re 相连 接 。 试 求 : (1) 介质 中 的 电场 强度 EE; (2) 介质 中 ЕТЕ 
里 ? 其 值 多 大 ? 

解 (1) 由 已 知 条 件 可 知 ， 电 缆 长 度 二 远大 于 截面 半径 ， 故 可 忽略 边缘 效应 ， 设 电荷 
在 内 外 导体 中 均匀 分 布 ， 因 此 电场 为 轴 对 称 分 布 。 设 内 、 外 导体 沿 轴线 方向 单位 长 度 的 电荷 
密度 分 别 为 +r 和 -7， 应 用 高 斯 定理 ， 得 


D- dS = р2тт = rL 


即 


т га 
Е = М a<r<b Emax 
2mer 
> 
% = јЕ а = [ЕФ = -Zm È оа Жыш; 
а 
则 图 2-10 例 2.8 图 


代 人 电场 强度 表达 式 ， 得 
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па 一 


(2) 介质 内 电场 分 布 如 图 2-10 所 示 ， 其 中 内 导体 内 部 及 外 导体 外 部 的 电场 均 为 零 ， 而 
介质 中 电场 强度 与 半径 成 反比 ， 因 此 最 大 场 强 一 定位 于 内 导体 表面 (r = а) 处 ， 其 值 为 


U, 
Гра 


aln 一 
а 


23 ”静电 场 的 基本 方程 与 场 域 分 界面 的 衔接 条 件 


在 前 面 几 节 已 经 分 别 讨论 了 真空 、 导 体 、 介 质 等 单一 媒质 中 静电 场 的 通 量 与 环 量 、 散 度 
与 旋 度 ， 这 一 节 将 在 总 结 单一 媒质 静电 场 方程 及 其 物理 意义 的 基础 上 ， 进 一 步 讨论 不 同 媒质 
共存 时 静电 场 应 满足 的 基本 方程 ， 以 及 不 同 场 域 、 不 同 媒质 共存 时 分 界面 处 场 量 应 满足 的 约 
R, MEER 


2.3.1 单一 媒质 中 静电 场 的 基本 方程 


将 前 面 推导 得 到 的 介质 中 的 环 量 方程 式 (2-14) 与 通 量 方程 式 (2-36) 重新 列 出 来 ,加 
上 介质 的 本 构 关系 方程 式 (2-38) 即 构成 了 静电 场 积 分 形式 的 基本 方程 


фЕ-а=0 
{2-45 = 了 
D = sE 


注意 上 面 的 介质 特性 方程 只 适用 于 各 向 同性 的 情况 ， 否 则 应 由 式 (2-35) 描述 。 
积分 形式 的 方程 从 宏观 上 表明 静电 场 是 守恒 场 (方程 式 中 用 便 等 号 强调 ) ， 穿 过 任 一 闭 
合 面 的 电位 移 的 通 量 等 于 该 闭合 面 内 包含 的 所 有 自由 电荷 之 和 ， 而 与 极 化 电荷 无 关 。 由 本 章 
2. 1 节 的 讨论 已 知 电场 强度 EE 线 是 一 族 有 头 有 尾 的 曲线 ， 曲 线 始 于 正 电 荷 、 止 于 负电 荷 ， 这 
里 要 补充 或 者 说 强调 的 是 这 些 电荷 既 可 以 是 自由 电荷 ， 也 可 以 是 介质 极 化 后 的 束缚 电荷 。 
仿照 EE 线 也 可 画 出 DRA P 线 的 分 布 图 ， 由 高 斯 定理 可 知 D 线 始 于 正 的 自由 电荷 止 于 


负 的 自由 电荷 而 与 束缚 电荷 无 关 ， 再 由 {> “dS = - 4, 可 知 , 已 线 始 于 负 的 束缚 电荷 止 于 正 


的 束缚 电荷 。 

表 2-2 利用 一 平行 板 电容 器 内 空气 与 介质 中 的 场 线 分 布 示 意图 描述 了 DD 线 、P 线 与 E 线 之 
闻 的 对 应 关系 ， 由 表 中 图 例 可 见 ， 三 种 矢量 线 之 间 的 对 应 关系 与 关系 式 D =soE +P 相对 应 。 

在 给 定 电荷 的 分 布 且 其 分 布 规律 满足 某 种 对 称 分 布 的 情况 下 如 前 面 例 2-7、 例 2-8 
等 ) ， 可 以 方便 地 利用 积分 形式 的 方程 求解 静电 场 。 

相应 的 ， 方 程式 (2-15)、 式 (2-37), R (2-38) 构成 了 各 向 同性 介质 中 静电 场 微分 形 
式 的 基本 方程 
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VxE=0 
V-D =p 
D = =Е 
这 组 方程 表明 静电 场 是 无 旋 有 散场 ， 电 场 的 无 旋 性 (方程 式 中 用 人 恒 等 号 加 以 强调 ) 即 
验证 了 电力 线 有 头 有 尾 的 结论 ， 而 场 中 每 一 点 的 源 与 该 点 的 电位 移 的 散 度 值 一 一 对 应 。 如 果 
菜 一 点 了 D >0， 则 说 明 该 点 是 一 个 正 电 荷 所 在 的 源 点 ， 电 力 线 一 定 从 该 点 发 出 ; 如 果 某 
Ур <0， 则 说 明 该 点 是 一 个 负电 荷 所 在 的 源 点 ， 电 力 线 一 定 止 于 该 点 ; 如 果 某 一 点 
VD=0， 则 说 明 该 点 无 源 ， 电 力 线 一 定 从 该 点 平滑 穿 过 。 


表 2-2 D 线 、P 线 与 E 线 


DR PR ER 
方程 {2-45=4 EP as =a Eds = Hara) 
: ©: "© | Ө “Ө | Q O 
矢量 线 与 电荷 | D | ч, | чуч, gp 
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从 概念 上 说 ， 积 分 形式 的 基本 方程 描述 的 是 场 中 任意 一 个 闭合 回 线 和 任意 一 个 封闭 曲面 
上 的 场 量 积分 的 整体 情况 ， 而 微分 形式 的 基本 方程 描述 的 是 场 中 每 一 点 的 场 量 分 布 及 其 变化 
情况 ， 后 者 是 从 前 者 的 等 价 变换 得 到 的 。 从 工程 分 析 的 角度 来 说 ， 微 分 形式 的 方程 在 某 些 情 
况 下 更 易于 分 析 和 计算 。 


2.3.2 两 种 媒质 分 界面 上 场 量 的 衔接 条 件 


在 静电 场 中 ， 空 间 往往 分 区 域 地 分 布 着 两 种 或 多 种 媒质 〈 导 体 或 电介质 ) 。 对 于 两 种 互 
相 密 接 的 媒质 ， 分 界面 两 侧 的 静电 场 之 间 存 在 着 一 定 的 约束 关系 ， 称 为 静电 场 中 不 同 媒质 分 
界面 上 的 衔接 条 件 ， 或 边界 条 件 (boundary conditions) 。 它 反映 了 从 一 种 媒质 过 渡 到 另 一 种 
媒质 时 电场 变量 在 分 界面 上 的 变化 规律 。 

当 两 种 或 多 种 媒质 共存 时 ， 介 质 交界 面 处 束缚 电荷 之 间 的 影响 远 比 外 加 电场 对 它们 的 影 
响 小 ， 可 以 忽略 不 计 。 各 介质 与 单独 存在 时 相似 ， 均 会 在 电场 作用 下 极 化 ， 所 以 可 以 分 别 用 
体 分 布 的 极 化 电荷 和 面 分 布 的 极 化 电荷 代替 各 个 介质 ， 而 各 媒质 所 在 的 场 均 满足 静电 场 的 积 
分 形式 或 微分 形式 的 基本 方程 。 由 于 各 媒质 本 身材 料 的 不 同 ， 各 自 所 处 的 位 置 、 与 场 源 的 连 
接 状 态 等 的 不 同 ， 使 得 媒质 内 部 电场 的 分 布 各 有 不 同 ， 正 如 光线 从 空气 进入 水 面 会 折射 一 
样 ， 在 两 种 媒质 的 分 界 处 电场 的 场 量 也 会 发 生 改变 ， 这 种 改变 应 该 遵循 的 规律 就 是 场 量 应 满 
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足 的 衔接 条 件 。 
1. 两 种 媒质 的 分 界面 处 场 量 的 衔接 条 件 
设 两 种 介质 е, 与 е, 的 分 界面 厂 如 图 2-11a 所 示 ， 规 定 电场 的 方向 由 介质 е, 指向 介质 
s;， 现 分 别 沿 平行 于 边界 上 某 点 的 切线 方向 e 和 法 线 方向 e 取 一 有 向 矩形 闭合 曲线 ， 设 其 
KEHA, REH Ah, Н Ah<AL， 则 沿 此 回 线 电场 强度 的 环 路 线 积分 应 为 
фЕ-а = Е-а+јЕ-а+[Е:а+[ Еа 
为 了 找 出 分 界面 上 该 点 的 场 量 的 对 应 关系 ， 令 闭合 曲线 足够 小 〈 为 便于 标识 ， 图 中 曲 
线 画 得 较 大 ) ， 可 认为 A0, HERE 12 上 各 点 的 场 量 与 该 点 介质 1 中 的 电场 相同 ， 相 应 
的 线 积 分 即 为 电场 强度 的 切线 分 量 En УНИ Ai 的 乘积 ， 类 似 的 在 线段 34 上 各 点 的 场 量 与 
该 点 介质 2 中 的 电场 相同 ， 相 应 的 线 积分 即 为 电场 强度 的 切线 分 量 E 与 路 径 Al 的 乘积 ， 从 
而 有 
$E- al = EAI - E,Al = 0 
注意 ， 上 式 结果 在 整个 分 界面 厂 上 都 应 该 成 立 ， 即 E. l| r= En lr AEAF Г 表示 
边界 上 任意 位 置 。 为 简化 表达 式 ， 略 去 分 界面 下 标 厂 ， 写 作 
E, = Е, (2-39) 
式 (2-39) 表明 ， 在 两 种 介质 分 界面 上 ， 任 意 点 处 不 同 介质 中 电场 强度 的 切 向 分 量 总 是 
连续 的 。 
类 似 的 ， 取 跨越 分 界面 的 一 个 扁平 圆柱 体 如 图 2-11b 所 示 ， 令 两 个 底面 面积 AS 足够 小 
且 垂直 于 该 点 的 法 向 ， 圆 柱 体高 度 Ah--*0， 则 电位 移 矢量 穿 过 该 圆柱 面 的 通 量 为 
фр.а5 = (Da - р,,)АЅ = oAS 
RF, o 是 分 界面 上 可 能 存在 的 自由 电荷 面 密度 ， 从 而 得 
Dy, - 0, = 0 (2-40) 
R (2-40) 表明 ， 在 两 种 介质 分 界面 上 ， 不 同 介质 中 电位 移 矢 量 的 法 向 分 量 之 差 等 于 
该 点 自由 电荷 的 面 密度 值 。 
当 两 种 介质 分 界面 上 不 存在 自由 电荷 (o = 0), ， 则 有 
р, = Di。 , (2-41) 
此 情况 下 介质 分 界面 上 电位 移 矢 量 的 法 向 分 量 也 是 连续 的 。 


а) 切线 方向 场 量 之 间 的 对 应 关系 D) 法 线 方向 场 量 之 间 的 对 应 关系 


图 2-11 两 种 介质 分 界面 上 场 量 之 间 的 对 应 关系 
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对 于 线性 、 各 向 同性 介质 ， 由 于 D, =2E, Р, = е,Е,, Шо =, о =b, AER 
(2-39) 与 式 (2-40) 或 式 (2-41) 还 可 写作 


р, _ Da р, р, 
[e Е 或 | 72 (2-42) 


Еһ -eB =o Е, = abn(o = 0 8) 

可 见 ， 两 种 介质 分 界面 处 电场 强度 的 切线 分 量 总 是 连续 的 ， 但 电场 强度 的 法 向 分 量 并 不 
ЖЕ, ВАЙНЕ, 电位 移 的 切线 分 量 总 是 不 连续 的 ， 而 电位 移 的 法 向 分 量 只 在 分 界面 没 
有 自由 电荷 的 情况 下 连续 ， 否 则 其 法 向 分 量 之 差 等 于 该 点 自由 电荷 的 面 密度 值 。 此 外 ， 场 量 
的 牙 变 受 介质 介 电 常数 比值 的 约束 而 不 能 随意 改变 ， 这 就 是 不 同 介质 分 界面 处 场 量 之 间 应 遵 
循 的 规律 ， 或 者 说 应 满足 的 约束 条 件 。 

Що = 0 时 式 (2-42) 还 可 写作 

|558 = E,sina, 
aiEcosa, = є,Ё,соза, 
将 两 式 相 除 ， 得 
lana, £, 
+= (2-43) 
tana, в, 

Җ (2-43) 称 为 静电 场 两 种 介质 分 界面 的 折射 定律 。 该 定律 表明 ， 电 场 与 分 界面 法 向 
夹 角 的 正切 之 比 与 其 相应 介质 的 介 电 常 数 之 比 成 正比 。 

此 外 ， 由 介质 的 本 构 关系 方程 有 

Din = soE', + Pin, Din = вЁ„ + Pan 
所 以 a = 0 时 ， 由 Do =Di 得 
вЁ„ ~ EE = Р„-Р„ = Р, "е, - Р, "е, 
由 式 (2-30Ь) 可 知 ， 上 式 右 端 项 分 别 代表 两 种 介质 表面 极 化 电荷 的 面 密度 ， 即 


ты =P, ге, op =P, (е) 
因此 分 界面 上 的 净 极 化 电荷 的 面 密度 o, 为 
с, = 0+0, =P, +e, +P,- (=6,) = в(Ё„-Ё\„) (2-44) 


R (2-44) 表明 ， 由 于 分 界面 两 侧 介质 材料 的 不 同 造成 了 分 界面 处 产生 了 面 极 化 电荷 ， 
该 极 化 电荷 引起 了 分 界面 两 侧 电场 强度 、 电 位 移 矢 量 在 数值 、 方 向 上 的 改变 。 

介质 分 界面 的 衔接 条 件 式 (2-39) HR (2-40) 是 两 种 介质 分 界面 上 每 一 点 处 电场 强 
度 的 切 向 分 量 之 间 和 电位 移 的 法 向 分 量 之 间 必 须 满足 的 约束 条 件 ， 这 种 约束 与 分 界面 两 侧 介 
质 无 关 。 这 与 电路 理论 中 网 络 的 拓扑 约束 KCL、KVL 相似 : KCL 和 KVL 分 别 为 节点 上 各 支 
路 电流 之 间 和 回路 上 各 支 路 电压 之 间 必 须 满足 的 约束 ， 与 支 路 元 件 的 类 型 无 关 。 

Ж е, 是 分 界面 上 任意 点 处 的 法 向 单位 矢量 ; F 表示 该 点 的 某 一 场 矢量 ， 该 矢量 一 定 可 
以 分 解 为 两 个 分 量 一 一 沿 e, 方向 的 法 向 分 量 和 垂直 于 е, 方向 的 切 向 分 量 。 由 矢量 恒等式 
A x (B xC) =(4.C)B-(4.B)C 可 得 

e, x (e, xF) = (e, · Е)е, – (e, "е,)Е 
即 
Е = (е, xF) хе, + (e, · F)e, 
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可 见 ， 上 式 第 一 项 e。xF ЖР е, 方向 ， 切 于 分 界面 ， 称 为 矢量 下 的 切 向 分 量 ; 第 二 
De, Fie, 方向， 称 为 矢量 下 的 法 向 分 量 。 

按照 这 种 分 解 方式 将 式 (2-39), R (2-40) 分 别 用 矢量 形式 描述 ， 则 为 

е, х (Е, -Е,) = 0 (2-45) 
e,- (D, -D,) = с (2-46) 

将 来 在 第 4 章 的 磁场 分 析 中 会 看 到 ， 在 某 些 情况 下 采用 这 种 矢量 表示 方式 会 更 方便 。 

例 2.9 电场 由 空气 (su = 1) 进入 电介质 (sa = 4) ， 设 分 界面 上 没有 自由 电荷 ， 已 知 
界面 某 点 空气 一 侧 的 电场 强度 Е, = 10V/m ， 与 该 点 交界 面 的 法 向 夹 角 о, =26. 6"， 试 求 介 
质 一 侧 该 点 的 〈1) 电场 强度 E,、 电 位 移 D, 及 其 与 法 向 的 夹 角 ао; (2) 极 化 电荷 的 面 密 
度 。 

解 ”由 介质 交界 面 的 折射 定律 可 得 


е ёа 
tana, = 一 tana = — апо, = 4tan26. 6° = 2 
Ел 


所 以 有 
om = 63.4° 
由 于 分 界面 处 电场 的 切线 分 量 总 是 连续 的 ， 即 局 ，= Es, ， 所 以 有 Esina, = Esino, , 
故 
E,sina, _ 10sin26. 6° 
Z gina, sin63.4° 
再 由 分 界面 处 电位 移 的 法 线 分 量 的 连续 方程 7,,。 = D,。， 可 得 Р cosa, = D2cosa,， 故 
p, = 210501 soenBicosm _8.85х 10-2 х 10cos26. 6° 
2 соо, cosa созб3. 4° 
由 分 界面 上 的 极 化 电荷 的 面 密度 公式 (2-44) 可 得 
ap = E( En - En) = &0(Е,соѕаз — Еүсова,) 
= 8.85 х 107° х (5 х cos63. 4° — 10 х cos26.6°)C/m’ =- 5.93 х 10°''С/т° 
01210 ЖИЕ 1 аЗ, CAA. УК 
体 半径 分 别 为 a 和 5。 其 间 填 充 两 种 介质 ， 介 质 分 界面 与 电缆 同 
轴 ， 半 径 为 c=lem,， 且 cva = be = 2 ， 如 图 2-12 所 示 ， 设 介 电 
常数 分 别 为 £, =4e。，ss =2s。， 现 将 该 电缆 的 内 、 外 导体 与 直流 
电压 源 U。=180KV 相连 接 。 试 求 : (1) 导体 间 的 电场 强度 ， 并 
绘 出 电场 分 布 示 意图 ; (2) 介质 分 界面 上 的 极 化 电荷 分 布 。 
解 (1) 由 于 介质 为 均匀 的 ， 且 与 导体 同 轴 ， 所 以 电场 为 
轴 对 称 分 布 ， 电 场 强度 与 半径 同方 向 ， 或 者 说 电场 与 介质 分 界面 
的 法 向 一 致 ， 不 存在 切线 分 量 ， 因 此 由 介质 分 界面 的 衔接 条 件 可 
推断 ， 分 界面 处 两 种 介质 中 的 电位 移 相同 ， 仍 然 可 以 利用 高 斯 定 
理 求解 。 
设 内 、 外 导体 沿 轴线 方向 线 电荷 密度 分 别 为 +7 和 一 +r， 由 
高 斯 定理 ， 得 图 2-12 例 2-10 图 


V/m = 5V/m 


С/т? = 177 х10°"С/т?* 


Се 工程 电磁 场 与 电磁 波 基础 


$ D -dS = рати. = rL 


即 
р = 7 
2mr 
相应 的 电场 强度 分 别 为 
Е, = 1—е,, а<г<с 
2meir 
т 
= b 
E, Батко с<г < 
又 因为 
U = [Еа = [Е dr+ f Eudr = о „а Т 
Д ы 2те a 2те, с 
则 单位 长 度 电荷 的 密度 为 
210, 
Wo 
а — жены. — 
а а в, с 
得 
Us 1 % 1 
Е, = ———————— —е, = ——— —е,, а<г<с 
с ё br 3102 r 
in 一 + 一 In 一 
а в, 
U, и, 
Е, = * Рур Сыл Ж с<г<Ь 


E с ът 1.527 
а — + а — 
в a с 
由 上 述 结果 可 见 ， 内 、 外 两 层 介质 中 的 电场 强度 因 受 介 电 常数 影响 的 不 同 而 不 同 ， 在 介 
质 分 界面 处 发 生 既 变 ， 如 在 此 例 中 , Е. = 2E 。 


(2) 由 分 界面 上 的 极 化 电荷 的 面 密度 公式 (2-44) ， 可 得 单位 长 度 的 极 化 电荷 面 密度 为 


= 7.66 х10°С/т 


Uo 1 % 1 
of=eo(B - En) = Eo ea с br с в b 1 
ln— + 1а In 一 + 一 ln 
ae 
可 以 证 明 ， 在 电缆 内 、 外 导体 之 间 施加 同样 电压 的 情况 下 ， 对 于 多 层 绝缘 结构 ， 其 电 介 
质 中 电场 强度 的 最 大 值 比 单 层 绝缘 情况 下 的 电场 强度 的 最 大 值 小 ， 这 样 多 层 绝缘 的 电缆 可 以 
承受 更 大 的 电压 ， 所 以 工程 上 常 采用 多 层 绝缘 结构 制作 电缆 。 
2. 两 种 媒质 的 分 界面 处 电位 的 衔接 条 件 
由 电位 与 电场 强度 之 间 的 梯度 关系 可 知 ， 在 两 种 媒质 分 界面 上 电位 必须 连续 而 不 可 能 路 
变 ， 和 否则 将 意味 着 无 限 大 的 电场 强度 ， 这 在 实际 上 是 不 可 能 的 ， 因 此 与 ,= 相对 应 的 边 
界 条 件 就 是 


Ф = Ф (2-47) 


memas 3) 


再 将 D = sE =- e Vo È D, =- ERAR (2-40) 得 


-ta (2-48) 
дп әп 
3. 导体 表面 电荷 及 电场 的 分 布 
设 两 种 媒质 分 别 为 导体 和 电介质 ， 其 中 导体 为 媒质 1， 电 介质 为 媒质 2。 由 于 导体 电位 
为 常数 ， 电 场 强度 为 零 ， 即 E, =0，D,。 =0， 所 以 由 介质 分 界面 边界 条 件 有 
Ex =0,0 = D,|, (2-49) 
式 (2-49) 表明 ， 在 介质 与 导体 的 交界 面 本 处 ,介质 中 电场 的 切线 分 量 恒 为 零 ， 即 介 
质 中 的 电力 线 总 是 沿 导体 表面 垂直 方向 离开 或 进入 导体 表面 。 而 介质 中 电位 移 矢 量 的 法 向 分 
量 就 是 对 应 分 界面 上 该 点 自由 电荷 的 面 密度 ， 或 者 说 导体 表面 任意 点 自由 电荷 的 面 密度 与 介 
质 中 分 界面 处 该 点 电位 移 矢 量 的 法 向 分 量 值 相对 应 。 
用 电位 函数 表示 ， 相 应 的 衔接 条 件 为 


P =p = Ж, о =- е, — (2-50) 
г 


利用 式 (2-49) 、 式 (2-50) 即 可 由 介质 中 的 电位 移 矢 量 或 电位 求 得 导体 的 电位 及 其 表 
面 电荷 的 分 布 。 请 读者 利用 上 述 公式 求 出 例 2-8 、 例 2-10 中 同 轴 电 缆 内 、 外 导体 上 电荷 的 分 
布 密度 。 ri КЕ н Д 

#1211 一 平行 板 电 容器 如 图 2-13 所 一 
示 ， 设 极 板 面积 远大 于 极 板 间 距离 ， 其 中 图 ^ 
2-13a 中 两 种 介质 分 界面 与 极 板 平行 ， 极 板 间 а, БУЕ 
电压 为 U。; 图 2-13b 中 两 种 介质 分 界面 与 极 
板 垂直 ， 极 板 上 电荷 为 Q。 分 别 求 极 板 间 电台 分 界面 与 极 板 平 行 b) 分 界面 与 极 板 小 直 
жий. 图 2-13 例 2-11 图 

解 忽略 边缘 效应 ， 认 为 平行 板 内 每 种 
介质 中 的 电场 均 为 均匀 分 布 ， 且 垂直 于 极 板 ， 电 场 方向 由 高 电位 极 板 A 指向 低 电位 极 板 B。 

(1) 介质 分 界面 与 极 板 平行 。 此 时 介质 分 界面 的 法 向 就 是 电场 的 方向 ， 或 者 说 电场 只 有 
法 向 分 量 存在 ， 切 向 分 量 不 存在 ， 故 D, = D,。 因 此 在 电压 О, 作用 下 ， 有 

fa + E,d, = Us 


а 


eE, = eE, 
求解 此 方程 ， 得 
2.0 210 
аа тача. 
极 板 4 上 的 电荷 面 密度 为 
вүв,йЬ 


с = D, = &E, = CO—————— 
BSE а + ed 


Eite, > е, WE >E, 。 在 工程 实际 中 ， 如 果 因 制 造 工艺 上 的 不 完善 ， 使 极 板 与 绝 
缘 材 料 间 留 有 空气 层 〈 比 如 此 例 中 的 介质 1) ， 设 绝缘 材料 的 相对 介 电 常数 为 se ， 则 空气 层 
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中 电场 强度 E, 将 为 绝缘 材料 中 电场 强度 E, 的 eal > 1) 倍 ， 这 时 ， 空 气 层 有 可 能 被 击 穿 ， 
从 而 导致 整个 电容 器 的 损坏 。 

(2) 介质 分 界面 与 极 板 垂直 。 此 时 介质 的 切 向 就 是 电场 的 方向 ， 或 者 说 电场 只 有 切 向 
分 量 存在 ， 法 向 分 量 不 存在 , Е = Eo 

又 由 于 两 种 介质 与 极 板 相连 ， 所 以 电荷 О 在 极 板 上 分 布 密度 不 同 ， 设 与 介质 1 相对 应 
的 极 板 上 电荷 的 面 密度 为 o, ， 与 介质 2 相对 应 的 极 板 上 电荷 的 面 密度 为 o,， 由 导体 与 介质 
分 界面 边界 条 件 式 (2-49) 可 知 


故 可 列 方程 如 下 : 
TS, + 05, = Q 
Фе 
El бз 
求解 此 方程 ， 得 
EQ £Q 
两 种 介质 中 的 电场 为 
Е Q 
Е, = Е, O ES, + 2,5, 


2.4 静电 场 的 边 值 问题 


前 面 讨论 了 已 知 电荷 分 布 求解 静电 场 分 布 的 基本 方法 和 规律 ， 包 括 利用 场 量 Е, p 与 场 
源 9、P、c、7 之 间 的 积分 公式 和 利用 高 斯 定理 等 几 种 求解 电场 分 布 的 方法 。 这 些 方法 一 般 
只 适用 于 场 源 、 场 域 具有 某 些 对 称 性 的 简单 或 者 说 典型 问题 ， 因 此 工程 实用 性 不 强 。 此 外 ， 
通常 情况 下 导体 中 的 电荷 分 布 是 未 知 的， 一 般 多 给 定 导体 间 电 压 ， 因 此 如 何 通过 施加 在 电极 
上 的 电压 〈 或 导体 的 电位 ) 获得 电场 的 分 布 就 更 具有 实际 代表 性 。 这 一 节 首先 讨论 如 何 建 
立 以 电位 为 未 知 场 量 的 静电 场 方程 ， 然 后 讨论 方程 的 常用 分 析 、 求 解 方法 。 


2.4.1 静电 场 的 边 值 问题 概述 


1. 泛 定 方程 一 一 电位 泊 松 方程 和 拉 普 拉 斯 方程 

已 知 ， 电 位 的 引出 是 基于 静电 场 的 无 旋 性 ， 或 者 说 电位 与 电场 强度 之 间 的 梯度 关系 式 
E=- V9 与 静电 场 基本 方程 中 的 VxE =0 是 等 价 的 。 设 电介质 为 各 向 同性 的 , 则 D = сЕ, 
将 这 些 关 系 式 代 人 静电 场 的 男 一 个 基本 方程 YD=p 中 ， 有 


V- (E) =- v.(evp) =p 
从 而 得 到 静电 场 中 电位 所 满足 的 一 般 形 式 的 方程 
V- (e Yọ) =-p (2-51) 


将 式 (2-51) 进一步 展开 ， 有 
V- (sE) =- v.(evp) =-єЎ- Vo- Уф. Ve =p 
如 果 介 质 是 均匀 的 ， 则 介 电 常数 e 为 常数 ， 其 梯度 应 为 零 ， 即 Vs =0， 相 应 的 可 将 上 式 


жж паз 5) 
简化 为 -sa V. Vgp =p， 或 写作 
үф = 2. (2-52) 
z 


式 (2-52) 称 为 静电 场 均 匀 介 质 中 电位 的 泊 松 方程 (Poisson's equation), Н, 
У. V=- 亚 称 为 拉 普 拉 斯 算 子 ， 该 算 子 是 两 个 矢量 算 子 V 的 点 积 ， 因 此 是 标量 算 子 。 
对 于 电荷 密度 p =0 的 无 源 空间 ， 方 程 简化 为 齐 次 偏 微分 方程 


УФ =0 (2-53) 
称 为 静电 场 电位 的 拉 普 拉 斯 方程 (Laplace's equation) 。 
在 正 交 曲面 坐标 系 中 拉 普 拉 斯 展开 式 为 
2 у. 221 №, дф hih, дф hih, дф f 
TaT Ура Fal h, + із h ГАТ au \ h, н] (2-54) 


在 直角 坐标 系 下 拉 梅 系数 均 为 1， 故 拉 普 拉 斯 方程 的 展开 式 为 
Vo - ČL, Če , Če (2-55) 
ә? әу? э? 
在 柱 坐 标 系 中 心 =1， Һ, =1， 拉 普 拉 斯 方程 的 展开 式 为 
зе РЕЧ Pe, op 
P a$? МЈ 
在 球 坐 标 系 中 心 =1，hj =г, №, = rsing， 拉 普 拉 斯 方程 展开 式 为 
1 9 д, 1 аф 
Мет >” аг + iro 36( ino + 
可 见 泊 松 方程 为 二 阶 线性 非 齐 次 偏 微分 方程 。 注 意 ， 电 位 的 泊 松 方程 只 是 在 均匀 介质 中 
与 静电 场 微分 形式 的 基本 方程 等 价 
由 数理 方程 可 知 ， 满 足 上 述 电位 方程 的 通 解 有 无 穷 多 组 ， 或 者 说 电位 泊 松 方程 和 拉 普 拉 
斯 方程 是 描述 任 一 线性 、 均 匀 、 各 向 同性 介质 中 静电 场 的 共性 方程 ， 数 学 上 称 这 种 偏 微分 方 
程 为 泛 定 方程 。 只 有 给 定 了 相应 的 定 解 条 件 ， 泛 定 方程 才 有 唯一 确定 的 解 。 
2. 定 解 条 件 与 边 值 问题 
针对 某 一 实际 物理 问题 的 模型 一 般 都 会 有 相应 的 特定 区 域 和 激励 与 之 相对 应 ， 称 为 该 物 
理 问题 的 定 解 条 件 ， 一 般 这 些 条 件 对 应 于 场 域 的 周 界 ， 所 以 又 称 之 为 边界 条 件 。 注 意 ， 不 同 
介质 分 界面 的 衔接 条 件 与 场 域 周 界 的 边界 条 件 是 两 个 不 同 的 概念 ， 前 者 是 两 种 场 域 或 者 两 种 
介质 分 界面 上 场 量 必 须 遵循 的 约束 条 件 ， 与 场 域 周 界 情况 无 关 ， 而 后 者 则 为 场 域 的 边界 
( 周 界 ) 所 处 的 状态 ， 与 边界 的 划分 、 边 界 处 介质 的 材料 性 质 、 场 源 与 边界 的 对 应 关系 等 有 
关 。 
泛 定 方程 与 其 相应 的 边界 条 件 〈 定 解 条 件 ) 合 称 为 边 值 问题 〈boundary value prob- 
lems) 。 通 常 给 定 的 边界 条 件 有 三 种 类 型 ， 对 应 如 下 三 种 边 值 问题 : 
1) 第 一 类 边界 条 件 : 给 定 边界 Г БЕНИН olro 
第 一 类 边界 条 件 又 称 为 狄 利克 雷 (Dirichlet) 边界 条 件 。 一 般 与 场 源 相连 的 导体 其 电位 
为 常数 ， 且 等 于 外 加 电源 的 电压 ， 这 种 情况 就 属于 第 一 类 边界 条 件 。 第 一 类 边界 条 件 与 泛 定 
方程 一 起 构成 第 一 类 边 值 问题 。 


2- 
r дг (2-56) 


(2-57) 
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2) 第 二 类 边界 条 件 : 给 定 边界 荆 上 电位 函数 的 法 向 导数 什 E ° 


г 


第 二 类 边界 条 件 又 称 为 诺 伊 曼 (Neumann) 边界 条 件 。 由 前 面 导 体 与 介质 分 界面 边界 条 
ро =- е е ， 所 以 给 定 导体 表面 电荷 即 属于 这 种 情况 。 第 二 类 边界 条 件 与 泛 定 方程 


一 起 构成 第 二 类 边 值 问题 。 
з) 第 三 类 边界 条 件 : 部 分 边界 上 给 定 电位 函数 值 ， 部 分 边界 给 定 其 法 向 导数 ， 即 前 面 


两 种 边界 条 件 的 线性 组 合 [p +S) 58] | 。 
r 


第 三 类 边界 条 件 又 称 为 柯 西 〈Cauehy) 边界 条 件 ， 该 边界 条 件 与 泛 定 方程 一 起 构成 第 
三 类 边 值 问题 ， 也 叫做 混合 边 值 问题 。 

з. 边 值 问题 的 建立 

按照 边 值 问题 的 定义 ， 建 立 边 值 问题 的 步骤 如 下 

第 一 步 : 针对 不 同 介质 区 域 、 不 同 场 域 ， 确 定 未 知 电位 变量 的 个 数 ， 分 别 写 出 相应 的 泊 
松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 ， 即 泛 定 方程 。 为 了 减少 未 知 量 、 降 低 计算 机 内 存 等 ， 工 程 上 经 常 利 
用 场 域 的 对 称 性 针对 实际 问题 场 域 的 1/2 1/4 甚至 1/8 进行 分 析 ; 

第 二 步 : 根据 给 定 的 已 知 条 件 写 出 相应 的 边界 条 件 ; 

第 三 步 :补充 不 同 介质 、 不 同 场 域 的 分 界面 街 接 条 件 ; 

第 四 步 : 根据 实际 物理 模型 补充 定 解 条 件 。 如 场 域 的 对 称 性 、 电 位 参考 点 〈( 面 ) 的 先 
定 、 无 穷 远 边界 电位 分 布 、 一 些 特殊 情况 〈 如 坐标 原点 、 几 何 轴 心 、 球 心 处 电位 梯度 不 应 
出 现 无 限 大 等 ) 的 确定 。 

#1242 ”一 长 直 金属 档 ， 如 图 2-14 所 示 ， 其 三 个 壁 接 „ 
Ж, ИЙНИҢЕ u, = Upsin 亚 x ， 若 欲求 金属 档 内 电位 分 
布 ， 试 建立 相应 的 边 值 问题 。 J 

解 “由 已 知 条 件 可 知 ， 金 属 模 z 方向 尺寸 长 度 远大 于 截 
面 方向 的 尺寸 ， 因 此 可 视 为 二 维 平行 平面 场 ， 且 金属 梢 底部 


三 个 壁 电 位 为 零 ， 顶 部 为 给 定 函 数值 ， 所 以 属于 典型 的 第 一 
类 边界 条 件 ， 故 相应 的 边 值 问题 为 


ево, О<х<а,0<у<А 


Ф = Usin Tx, О<х<а, у = Һ 


ша Оовів 5-х 


0 


Ра 2-14 例 2-12 图 


p=0, 0<sx<a,y=0 
p=0, x=0,0<y<h 
Ф=0, x=a,0<y<h 
本 例 也 可 取 整 个 场 域 的 1/2 进行 分 析 ， 请 读者 自己 列 写 相应 的 边 值 问题 。 
例 2-13 图 2-15 所 示 为 长 直 同 轴 电 缆 ， 缆 芯 截 面 为 边 长 2 的 正方 形 ， 外 皮 内 半径 为 a， 
厚度 忽略 不 计 ， 中 间 填 充 介 电 常数 为 = 的 电介质 。 现 内 外 导体 之 间 施加 电压 U。， 试 建立 该 


menes 5) 


静电 场 相应 的 边 值 问题 。 

解 忽略 长 度 方 向 的 边缘 效应 ， 电 场 可 简化 为 二 维 平行 平面 
场 。 由 于 电缆 结构 上 的 对 称 性 ， 只 需 对 整个 场 域 的 /4， 即 图 中 
阴影 所 示 区 域 进 行 分 析 即 可 。 

设 外 导体 为 参考 电位 ， 则 内 外 导体 边界 为 第 一 类 边界 条 件 。 
由 于 结构 的 对 称 使 得 电场 沿 x, y 轴 对 称 分 布 ， 即 在 对 称 面 上 电力 
线 一 定 沿 半径 方向 ， 或 者 说 只 存在 与 内 外 导体 表面 成 法 线 方向 的 
电场 ， 而 切线 方向 的 电场 为 零 。 确 切 地 说 ,在 x 轴 上 电场 只 有 x 


图 2- 例 2-13 图 
方向 的 分 量 ，y 方向 的 分 量 为 零 ; 在 y 轴 上 电场 只 有 了 方向 的 分 T POD 
量 , «方向 的 分 量 为 零 。 据 此 ， 相 应 的 静电 场 边 值 问题 可 写 为 

Že ae 0， 图 2-15 中 阴影 所 示 区 域 

ә? әу 

9 =U, О<х<Ь,у = Бх = Ь,0 <у<Ь 
p = 0, +y = 2,0 =х <а,0 <=у<а 
ao, z=0,b<y<a 

аё 0. у= 0,6 <х<а 


4. 边 值 问题 求解 方法 概述 

静电 场 边 值 问题 的 求解 就 是 在 给 定 第 一 、 二 、 三 类 边 值 问题 下 求解 电位 函数 的 泊 松 方程 
或 拉 普 拉 斯 方程 。 利 用 数学 上 的 格林 定理 可 以 证 明 ， 在 满足 边界 上 相应 的 边界 条 件 下 电位 方 
程 的 解 具有 唯一 性 。 按 照 这 一 定理 可 以 设想 ， 无 论 用 何 种 方法 找到 一 组 解 ， 如 果 该 解 既 满足 
电位 的 泛 定 方程 又 满足 相应 的 定 解 条 件 ， 那 么 这 组 解 就 是 该 静电 场 的 唯一 解 。 可 以 说 唯一 性 
定理 是 分 析 边 值 问题 的 理论 基础 和 保障 。 

基于 上 述 讨论 ， 将 一 般 常用 的 边 值 问题 分 析 方法 概述 如 下 。 

(1) 严格 解析 法 

顾名思义 ， 严 格 解析 法 就 是 直接 求解 电位 偏 微分 方程 得 到 其 精确 解析 解 的 方法 ， 故 又 称 
为 直接 积分 法 。 

(2) 近似 解析 法 

利用 数学 上 的 分 离 变量 法 、 保 角 变 换 法 、 复 位 函数 法 等 求解 微分 方程 的 方法 。 这 类 方法 
得 到 的 解 一 般 是 由 无 穷 组 级 数 或 无 穷 多 组 特殊 函数 〈 如 勒 让 德 函数 等 ) 构成 的 ， 工 程 实际 
应 用 时 一 般 根据 实际 精度 要 求 截 取 前 面 若干 项 作为 近似 解 ， 因 此 称 此 方法 为 近似 解析 法 。 

(3) 间接 解法 . 

利用 唯一 性 定理 及 物理 概念 构造 方程 的 解 ， 如 镜像 法 等 。 

(4) 数值 解法 

利用 数值 分 析 将 偏 微分 方程 或 积分 方程 等 价 为 一 组 高 阶 代数 方程 组 ， 然 后 利用 计算 机 技 
术 和 迭代 求解 的 一 类 近似 分 析 方法 ， 如 有 限 差分 法 、 有 限 元 法 、 矩 量 法 等 。 

下 面 几 节 将 分 别 介绍 直接 积分 法 、 分 离 变 量 法 、 镜 像 法 等 ， 有 关 数 值 解法 内 容 请 参见 本 
书 第 9 章 的 介绍 。 
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2.4.2 直接 积分 法 


在 二 维 及 三 维 情况 下 ， 电 位 偏 微分 方程 的 直接 积分 ( direct intergration) 一 般 很 难得 到 ， 
因此 直接 积分 法 多 适用 于 一 维 情况 。 当 待 求 场 域 以 及 场 源 分 布 具有 某 些 对 称 性 等 特殊 情况 
时 ， 电 位 函数 P(r) 将 只 是 一 个 坐标 变量 的 单 变量 函数 ， 此 时 相应 的 电位 偏 微分 方程 就 简化 
为 二 阶 常 微分 方程 ， 这 时 就 可 直接 积分 求解 该 常 微分 方程 。 

#1214 ”半径 为 a 的 带电 导体 球 ， 已 知 球体 电位 为 U (无 穷 远 处 电位 为 零 ) ， 试 利用 电 
位 方程 求解 空间 的 电位 函数 分 布 。 

解 ” 设 带电 球体 位 于 无 限 大 真空 ， 由 于 结构 上 为 球 对 称 ， 故 选用 球 坐 标 系 求解 方程 。 由 
于 导体 为 孤立 球体 ， 故 电荷 一 定 均匀 分 布 于 导体 表面 ， 因 此 可 以 判断 电位 р 与 坐标 9、 中 无 
关 ， 只 是 半径 7 的 单 变量 函数 。 导 体 球 内 电场 为 零 ， 导 体 为 等 位 体 ， 无 须 求解 ， 导体 球 外 没 
有 电荷 ， et a 球 坐 标 系 下 位 函数 拉 普 拉 斯 方程 展开 式 (2-57) 可 简化 为 

ð 1 sp lðj,ð 
viec ze(r эе" днн“ е)+ Рашо әф г al” #) О 
根据 题 意 写 出 边 值 问题 如 下 : 


г = 


可 见 这 是 典型 的 第 一 类 边 值 问题 。 求解 该 二 阶 常 微分 方程 ， 得 到 通 解 为 
v=- а +С, 


将 定 解 条 件 代 人 ， 求 得 待定 系数 分 别 为 C, = -а0, С. =0， 故 空间 电位 的 分 布 为 


U, rsa 
o= fav 


‚ r>a 
F 


B215 设 真 空中 有 一 半径 为 a、 介 电 常 数 为 的 球体 ， 球 内 分 布 有 体 密度 为 p=27 的 
体 电荷 ， 求 球 内 外 的 电场 与 电位 分 布 。 

分 析 本题 带 电 球体 位 于 无 限 大 真空 ， 结 构 上 符合 球 对 称 ， 电 荷 虽 然 不 是 均匀 分 布 ， 但 
其 体 密度 p =2r 只 与 半径 r 有 关 ， 与 坐标 9、 中 无关， 仍然 符合 球 对 称 分 布 ， 因 此 可 以 判断 
BREE, BÙ p 均 与 坐标 ө, ф 无关， 是 半径 7 的 单 变量 函数 ， 且 电场 方向 为 径 向 。 显 
然 ， 本 题 可 利用 高 斯 定理 、 散 度 方程 、 电 位 泊 松 方程 多 种 方法 分 别 求解 。 鉴 于 此 ， 可 以 分 别 
采用 上 述 三 种 方法 求解 〈 设 球 内 为 场 域 1， 球 外 为 场 域 2) ， 以 做 比较 。 

解法 一 “利用 高 斯 定理 先 求 电位 移 ， 再 由 电位 移 求 电场 强度 及 电位 。 


当 0 <r <a 时， 应 用 积分 形式 的 高 斯 定理 中 Di - dS = О 可 求 得 


рат? = [оне = | Bagde = Snr 
所 以 
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2? 
р, = 57, Е. = е, 


Se 
当 r>a 时 ， 同 理 可 得 球 外 电场 为 
рат? = [plr)4nrdr = [ ванае = тте 
2а* 2а 


е 
, E, = se, 
57 Ser 


对 于 此 例 而 言 ， 因 为 电荷 在 有 限 范围 的 球 内 分 布 ， 所 以 一 定 有 ep|。 一 0 
处 为 电位 参考 点 ， 由 电位 积分 公式 (2-20) 有 
当 r>a 时 ， 球 外 电位 为 


Ф = 上 E, -dr = [ 2а FY = 2. 
可 见 球面 电位 为 wx(a) = к. 
故 当 0 <r<a 时 ， 球 内 电位 为 
ө = је, га ван f Eae toa) soa 


10e 10е 
解法 二 ”利用 微分 形式 的 散 度 方 程 先 求解 电位 移 再 求 电场 强度 及 电位 。 


D, = 


， 故 选择 无 穷 远 


„24 
+55 


由 球 坐标 系 散 度 方程 展开 式 (1-29) 可 知 ， 当 电位 移 与 坐标 9、 中 无 关 而 只 是 半径 7 的 单 


变量 函数 时 ， 散 度 方程 展开 式 只 有 第 一 项 存在 ， 因 此 对 于 球 内 的 点 (0 <rsa)， 


1 d 
V-D, = кед = 2? 


将 上 式 两 边 积分 ， 得 到 该 方程 的 通 解 为 


类 似 的 ， 球 外 散 度 方程 为 
V-D, = (FD,) =0 
r dr 


将 上 式 两 边 积分 ， 得 到 通 解 为 


散 度 方程 为 


(1) 


(2) 


接 下 来 的 问题 是 确定 通 解 中 的 待定 系数 C, Co WER (1) 可 见 该 通 解 包含 1 /4 A 
子 ， 当 一 "0 时 表达 式 一 w ， 这 意味 着 球 心 处 电场 强度 会 无 穷 大 ， 这 显然 与 实际 情况 不 符 ， 
因此 该 因子 应 剔除 。 这 可 以 理解 为 Cx/ т^ 项 因子 虽然 在 数学 上 满足 电位 移 散 度 方程 ， 但 是 不 
符合 工程 实际 物理 意义 而 被 剔 掉 ， 而 且 丢掉 该 项 ， 剩 余 的 表达 式 仍旧 满足 原 方程 ， 所 以 球 内 


散 度 方程 的 有 效 解 为 
р, = 2 
5 
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相应 的 球 内 电场 强度 为 
E, = е, 
Se 
б А 
再 由 丙种 介质 分 界面 的 衔接 条 件 D,(a) = Оба), 20 = т, REG = Ж, юшщ 
球 外 散 度 方程 的 通 解 为 
2а° 
р, = 5 
相应 的 球 外 电场 强度 为 
2а 
а= 5вы? ' 


RIA ТЇРЇН —Ж„ НАВОИ ГО ЖАН] К, RAIE. 
解法 三 ”利用 电位 泊 松 方程 先 求 电位 ， 再 由 电位 求 电场 强度 。 由 于 电位 与 坐标 9、 中 无 
关 只 是 半径 r 的 单 变量 函数 ， 故 拉 普 拉 斯 方程 展开 式 (2-57) 简化 为 
_ 1 д, аф 1 9f дф 1_д%е _1 д, ,ду_ 
Vosa э” ar) * Psin э чпө a0) гз'Өәф' т AG z] ^0 
结合 前 面 的 分 析 可 列 出 边 值 问题 如 下 : 


кеш --2, О <г<а (1) 
r >a (2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
对 方程 式 (1) 两 边 积分 可 得 
2dp 27 
г ас 275 +C, 
WARA, Ж 
dp 27 С, 
wr n 
再 做 一 次 积分 ， 求 得 通 解 为 
t G 
Ф етос 


同样 可 求 得 方程 式 (2) 的 通 解 为 
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Ф =-— + С, 
т 


由 定 解 条 件 (5) ПАТ С, =0， 根 据 条 件 (6) (7) 可 判断 系数 C =0， 再 由 分 界 
面 衔接 条 件 (3) (4) 可 得 


pe 5 
MZ, AG- С, = 全- + < ， 故 球 内 外 电位 为 
Seo 10s 5e, 
^ а 2а* 
+ — +2—, 
10e 10e 5e, 
„2% 
7 Ser’ 


最 后 由 电位 与 电场 强度 的 梯度 关系 式 =- Vp =- e, 有 


0<r<a 


Ф r>a 


Е, = ——в,, О <г<а 


上 式 与 利用 高 斯 定理 求 得 的 结果 一 致 。 显 然 ， 对 本 例 而 言 ， 利 用 高 斯 定理 求解 的 方法 是 
最 简单 、 最 高 效 的 方法 。 

例 2-16 ”两 块 半 无 限 大 的 导电 平板 相交 成 夹 角 为 a 的 电极 系统 ， 设 导电 板 互相 绝缘 ， 外 
加 电压 为 U， 如 图 2-16 所 示 ， 试 求 极 板 之 间 的 电场 分 布 。 

解 显然 此 例 难以 利用 高 斯 定理 求 。 
解 。 

由 于 两 个 等 位 面 夹 角 为 ag， 以 两 个 导 
电 板 平面 的 交 线 为 基准 轴 ， 可 见 无 论 场 点 
距离 基准 轴 远 、 近 ， 高 、 低 ， 只 要 位 于 相 
应 的 平面 上 电位 就 是 定 值 不 变 ， 即 电位 值 


用 圆柱 坐标 系 。 
建立 如 图 2-16 所 示 的 坐标 系 ， 则 电 
位 与 坐标 ">、z 无 关 ， 只 是 角度 由 的 单 
变量 函数 ， 故 由 式 (2-56) 可 将 拉 普 拉 斯 
方程 展开 式 简 化 为 图 2-16 例 2-16 图 
-12e 
ет эф’ 


b) 电场 分 布 示意 图 
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根据 题 意 写 出 第 一 类 边 值 问 题 如 下 : 


ap _ Е 
эф 0, О<ф=<а 
Ф = ф=а 
Ф = 0, Ф = 0 
求解 该 二 阶 常 微分 方程 ， 得 到 通 解 为 
е = С.ф + С, 
将 定 解 条 件 代 人 ， 求 得 待定 系数 分 别 为 C，= Ua, С, =0， 故 空间 电位 的 分 布 为 
Я 
电场 强度 可 由 电位 的 负 梯 度 求解 得 到 ， 利 用 圆柱 坐标 梯度 展开 式 (1 -22) 有 
2- vo- (e, 1ap дф \ -Lap 0 
=- Vp = (e, + а аф + а" s25 РЙ = 去 е,) 


可 见 ， 极 板 间 电位 与 角度 四 成 正比 ， 等 位 线 即 为 射线 ; 电场 强度 与 半径 7 成 反比 ， 越 车 
近 极 板 夹 角 处 强度 越 大 ， 如 图 2-16b 所 示 。 电 场 强度 表达 式 中 的 负 号 说 明 电场 强度 的 方向 沿 
坐标 减少 的 方向 ， 正 是 由 高 电位 极 板 指向 低 电位 极 板 。 

例 2-17 ”一 块 宽 为 2 、 介 电 常 数 为 e 的 无 限 大 的 介质 板 位 于 真空 
中 ， 现 以 垂直 于 介质 板 的 方向 为 * 轴 建 立 坐标 系 ， 如 图 2-17 所 示 ， 已 
知 体 电荷 p=2x 分 布 于 介质 中 ， 求 空间 电场 的 分 布 。 

解 ” 由 于 介质 板 在 y、z 方向 无 限 大 ， 因 此 电场 一 定 为 平行 平面 电 
场 ， 所 以 只 需 分 析 与 之 垂直 的 任 一 坐标 面 即 可 。 由 于 电位 与 y、z 无 
关 ， 只 是 坐标 x 的 单 变量 函数 ， 因 此 电位 方程 为 二 阶 常 微分 方程 。 

设 介质 板 内 、 外 电位 分 别 为 p, 、p，,， 由 电荷 分 布 的 奇 对 称 分 布 可 
判断 ， 空 间 电位 的 分 布 也 应 为 奇 对 称 。 现 取 场 域 的 1/2 进行 分 析 ， 写 


出 相应 的 边 值 问题 为 图 2-17 #276 
сө „М, О<х<а (1) 
ө =0, х>а (2) 
Ф = Ф, = та (3) 


由 微分 方程 式 (1) (2) 求 得 电位 p, p: 的 通 解 分 别 为 


Ф =- + Сух + С,, 
Фі = Сз +С, 
НАРК К ГРД С, = С, =0， 再 由 场 域 分 界面 边界 条 件 (3) (4) 
可 得 
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故 得 待定 系数 为 

区 二 人 „3-64 

6-3 РЕР 
最 终 求 得 介质 板 内 外 的 电位 为 

l, 3 一 eo 吧 

s anaa klisa 

Pea 
ааа" 12 а 


再 由 梯度 公式 E =- Vp = - Pe, 求 得 空间 电场 的 分 布 为 


PERT, 
(20-2269), BET 
E= e E- 8 3 
e-3 а 
Feo lz|> a 
E- є 3 


243 分 离 变量 法 


分 离 变量 法 (method of separation of variables) 是 数理 方程 中 应 用 最 广泛 的 一 种 方法 。 
设 电 位 9 是 空间 坐标 w，v，w 的 函数 ， 若 电位 可 分 解 成 如 下 形式 ， 
olr) = ф(и,о,ш) = U(u)V(v)W(w) 

其 中 , Оби) 、V(v) 、W(w) 分 别 为 u、v、w 的 单 变量 函数 ， 则 称 电位 p(u,0,w) 是 变量 可 分 
离 的 。 对 于 这 类 可 分 离 变 量 ， 其 满足 的 偏 微 分 方程 可 以 简化 为 若干 个 常 微分 方程 ， 这 样 就 可 
以 相对 容易 地 利用 求解 常 微分 方程 的 方法 处 理 边 值 问题 。 

大 家 知道 ， 非 齐 次 微分 方程 的 通 解 是 由 两 部 分 组 成 的 ， 其 中 一 部 分 为 相对 应 的 齐 次 微分 
方程 的 通 解 ， 另 一 部 分 为 非 齐 次 微分 方程 的 特 解 。 特 解 的 形式 取决 于 微分 方程 的 右 端 项 ， 针 
对 电位 微分 方程 而 言 ， 特 解 的 形式 取决 于 电荷 的 分 布 规律 ， 这 是 由 实际 的 物理 模型 决定 的 。 
只 有 齐 次 微分 方程 的 通 解 更 具有 通 性 ， 因 此 电磁 场 理论 中 的 分 离 变量 法 只 针对 拉 普 拉 斯 方程 
在 不 同 坐标 系 下 的 情况 来 讨论 其 通 解 。 

1. 直角 坐标 系 下 的 分 离 变量 法 

设 电位 p(7) 可 分 离 为 X(x) 、Y(y) 、Z(z) 这 三 个 单 变量 函数 的 乘积 ， 即 

olr) = X(z)Y(7)2(z) 
将 其 代入 拉 普 拉 斯 方程 Vp(r) = + 2 + 02 = 0 中 有 


+ 
әх? әу? аг? 


2 2y 2 
Vo = yz?ž + xz?” XYZ -0 (2-58) 
әх ау аг 


将 式 〈2-58) 两 边 除 以 X(x)Y(y)Z(z) 有 
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2 2 2 
ёх 1Y 1020 ТЕЗ 
Хаг? Үау 2 аг? 


显然 方程 式 (2-59) 与 式 (2-58) 相 比 具有 质 的 不 同 ， 式 (2-59) 的 特点 是 第 一 项 T 


EA ULA R, ER FX, 第 二 项 3 只是 坐标 7 的 函数 ， 与 变量 zx、z 无 


ж, 第 三 项 中 只 是 坐标 = 的 函数 ， 与 变量 *、y 无 关 。 
由 于 拉 普 拉 斯 方程 适用 于 场 域 中 任意 场 点 ， 因 此 上 述 三 个 分 量 只 能 是 与 坐标 无 关 的 常 
数 ， 称 为 分 离 常数 (separation constant), ВРИЛ K, K, К, Bp 
1 ËX, PA | dr _ pe 147 i 
X а? уау "2 аг и 
式 中 ， 正 负 号 表示 分 离 常数 可 正 可 负 。 这 些 分 离 常 数 必须 满足 如 下 约束 方程 : 
ККК =0 (2-60) 
显然 这 种 情况 有 两 种 ， 其 中 最 简单 的 一 种 是 各 个 分 离 常数 均 为 零 ， 另 一 种 则 至 少 有 两 个 
常数 不 为 零 ， 以 下 分 别 讨论 。 


(1) 分 离 常数 均 为 零 
此 时 方程 式 (2-58) 等 价 于 三 个 单 变量 二 阶 齐 次 常 微分 方程 。 以 
方程 的 通 解 对 应 于 


ЕР Ж 


м 


1 
xX 


Е 


X(x) = ах + az (2-61) 
式 中 ,各 系数 均 为 待定 常数 。 
电位 方程 为 线性 函数 意味 着 相应 的 电场 强度 为 常数 ， 如 上 一 节 例 2-17 介质 外 的 电场 即 
对 应 于 这 种 情况 。 


(2) 分 离 常数 中 至 少 有 两 个 常数 不 为 夫 
此 时 方程 式 (258) 等 价 于 三 个 单 变量 二 阶 非 刘 次 常生 分 方程， 以 二 Ж = «кї 为 例 ， 


此 时 又 有 以 下 两 种 情况 : 
第 一 种 情况 : 分 离 常 数 为 正 数 ，K; >0， 此 时 方程 为 


该 方程 的 通 解 对 应 一 指数 函数 ， 即 
X = Be 
也 可 以 是 双 曲 正弦 函数 或 双 曲 余弦 函数 ， 统 称 为 指数 函数 形式 的 通 解 。 由 于 分 离 常数 可 
以 有 无 穷 多 个 ， 因 此 可 将 通 解 用 级 数 形式 表示 为 


= е* 
Х( = У вак 


cosh 
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第 二 种 情况 : 分 离 常数 为 负数 ，K: <0， 此 时 系数 К, 应 为 虚数 ， 令 К, =j: ， 方 程 为 
+K2 = 0 
相应 的 通 解 对 应 正弦 和 余弦 函数 ， 统 称 为 三 角 函 数 形式 的 通 解 ， 即 
X(x) = CsinK'x 或 X(x) = СсозК'х 
同样 分 离 常 数 可 以 有 无 穷 多 个 ， 因 此 将 通 解 用 级 数 形式 表示 为 


ro = $ afijo 


Xy, 2 方向 的 方程 通 解 类 似 。 

把 x*、y、z 三 个 方程 的 通 解 合 在 一 起 (为 便于 表述 ， 分离 常数 上 不 再 加 撤 进行 区 分 ) 得 
到 直角 坐标 系 拉 普 拉 斯 方程 的 通 解 为 
sin sin sin 


С АҺ Кух. Ку + Kz (2-62) 


е? е" е" 


sinh sinh sinh 
cosh cosh cosh 
R (2-62) 中 的 点 表示 三 种 函数 的 乘积 ， 虚 线 把 指数 函数 与 三 角 函 数 两 种 类 型 的 通 解 
隔 开 ， 由 式 (2-60) 可 知 ， 分 离 常 数 不 应 该 同时 为 正 也 不 可 能 同时 为 负 ， 而 且 ， 三 个 分 离 
常数 中 只 有 两 个 是 独立 的 ， 因 此 电位 的 通 解 形 式 应 该 既 有 指数 函数 又 有 三 角 函 数 ， 也 就 是 说 
应 该 包括 虚线 上 下 两 种 形式 的 函数 。 比 如 若 已 经 确定 x、y 方向 的 通 解 为 指数 函数 形式 ， 则 z 
方向 的 通 解 只 能 为 三 角 函 数 形式 ， 反 之 亦 然 。 
二 维 情况 下 ， 分 离 常数 为 两 个 ， 一 正 一 负 ， 模 值 相等 ， 通 解 只 能 是 一 个 指数 函数 形式 和 
一 个 三 角 函 数 形式 的 解 ， 式 (2-62) 则 简化 为 一 次 级 数 的 全 加 。 
由 数学 知识 可 知 ， 三 角 函 数 的 特点 是 具有 周期 对 称 性 ， 其 中 正弦 函数 在 整数 周期 内 从 堆 
到 零 变化 ,余弦 函数 则 在 某 个 最 大 值 之 间 变 化 ; 指数 函数 为 单调 函数 ， 双 曲 正弦 为 过 零点 的 
奇 函数 ， 双 曲 余弦 为 过 零点 的 偶 函 数 。 实 际 确定 拉 普 拉 斯 方程 的 通 解 函数 时 ， 应 根据 定 解 条 
件 及 上 述 通 解 函数 的 分 布 特点 来 判断 、 选 择 通 解 的 函数 类 型 。 
例 2-18 一 长 宽 高 分 别 为 a。、5、c 的 长 方形 金属 模 ， 以 其 长 、 宽 、 高 三 个 方向 作为 直角 
坐标 系 的 x*、y、z 方 向 ,， 除 z=c 面 电位 不 为 零 外 ， 其 他 各 面 表面 电位 都 为 零 。 若 z=c 表面 


上 给 定 的 电位 函数 分 别 如 下 : (1) p(x,y,e) = Uasin(7*)sin( 72) ; (2) е(х,у,с) = U, 


b 
式 中 为 常数 。 求 金属 槽 内 的 电位 分 布 。 

解 为 满足 zx=0 а = а 两 个 表面 的 边界 条 件 ， 即 当 x* 为 0 和 a 时 ,对 于 所 有 的 y 和 z， 
电位 ф 都 等 于 零 ， 即 X(x) {Ех = 0 和 xz = а 两 个 平面 上 均 为 零 。 不 难看 出 , X(x) 的 三 种 可 
能 的 解 中 ， 只 有 正弦 函数 满足 周期 为 零 的 边界 条 件 ， 只 要 长 度 a 是 半 个 波长 的 整数 倍 即 可 
即 

К,а = тт 


AF, т 为 正 整 数 ， 故 x 方向 的 分 离 常数 为 


Є 工程 电磁 场 与 电磁 波 基础 


因此 X(x) 的 通 解 为 
К) = У Busin( тт.) 
同 理 ，y 方向 的 通 解 也 应 为 正弦 函数 ， 分 离 常 数 为 X，= “=, ЖА 
Y(y) = Scin() 
由 分 离 常数 约束 方程 式 (2-60) 可 知 : 方 向 的 分 离 常数 一 定 为 
_ [m {тт 
к= a Ж) 
按照 前 面 的 讨论 可 判断 ， 电 位 z 方 向 的 通 解 只 能 是 指数 函数 形式 ， 由 于 电位 沿 方向 从 
有 堆 增 加 至 给 定 的 电位 值 ， 因 此 只 有 双 曲 正弦 函数 满足 这 一 边界 条 件 ， 即 


(ук [у + GE 
由 此 可 写 出 电位 的 通 解 表达 式 为 


Ni) Ў > Asin{ ms]jsn( zyjsinh (т), (у) 
RP, Am = B,C,， 根 据 边界 条 件 分 别 确定 通 解 中 的 待定 系数 即 可 。 
(1) 当 z = c 时 g(x,y,c) = Uosin( 7 ЫЕ =), 此 时 有 
三 ží вара si 人 (=) (55) а) vosin( 22) а) 
Ж т ， 且 系数 


可 


An = 


“ДЕГ 
故 电位 的 通 解 为 
(хуул) ТЕШЕП )sin( н (E 3) 


(2) М2 = с ф(х,у,с) = Us , Ж 


БУ А (тт) авлу ja 人 (=) + (") 9) = 0, 


mapaa 9) 


令 4 = Ази (= + (f: ， 利 用 传 里 叶 级 数 知识 ,将 上 式 两 边 均 乘 以 


СЕЗЕ HAM x, y 边界 做 积分 ， 有 


Аз оаа (07) (7, ахау = L [ wsiaf 生 jsiaf 细 yjdsdy 
f Armsin Jein (2) ein r)en" ael 
上 式 左右 两 边 积分 结果 分 别 为 

0, ©з 0, n 
Гете о ры) +], 


А = =t 


zt 


和 
[sin( Sx)ax = [= ‚зак. (5) = [= 1 为 奇数 
s 0, s 为 偶数 0, :为 偶数 
所 以 有 
АД = husinh( EGG = 405. зад 
或 写 做 
= 一 
mn fT 
最 终 得 到 的 电位 的 通 解 为 
16Usin{ ("аһ (PTY + fo 
Е шагы гыш УНЕ 


КЫШТ ЕЕ 


通过 上 述 几 个 例题 的 分 析 可 见 ， 当 待 求 边 值 问题 的 场 函数 是 两 个 或 两 个 以 上 坐标 变量 的 
函数 ， 且 当场 域 边 界面 (R) 和 某 一 正 交 曲线 坐标 系 的 坐标 面 ( 线 ) 相 吻 合 时 ， 分 离 变 量 
法 往往 是 一 种 简便 而 有 效 的 方法 。 

对 于 泛 定 方程 为 拉 普 拉 斯 方程 的 边 值 问题 ,分离 变 量 法 的 求解 步骤 可 归纳 如 下 : 

1) 根据 场 源 、 场 域 边界 几何 形状 的 特征 ， 选 用 适当 的 坐标 系 ， 建立 边 值 问题 的 数学 模 
型 。 

2) 根据 具体 问题 的 边界 条 件 确 定 待 求 边 值 问题 的 通 解 函数 的 形式 (三角 函数 或 指数 函 
数 ) 及 分 离 常数 ， 写 出 方程 的 通 解 。 

3) 根据 问题 所 给 定 的 定 解 条 件 ， 逐 一 确定 通 解 中 各 个 待定 系数 ， 最 终 可 得 待 求 场 函数 
唯一 确定 的 解答 。 

2. 圆柱 坐标 系 下 的 分 离 变 量 法 

拉 普 拉 斯 方程 在 圆柱 坐标 系 下 的 展开 式 为 


(С твзшшзашины 


1а, ә 1 аф 0 
A 
设 w(r) = К(т)Ф(ф)7(4) 并 代入 拉 普 拉 斯 方程 ， 有 
GZ d; ак К2 ФФ 
аа) ар ат 
将 上 式 两 边 除 以 R(r) Ф(ф) 2602) 有 


1 d/ ак 1 ФФ 1 d2 
жаа) әз "Таг ”° (2-63) 
一 般 分 如 下 两 种 情况 讨论 : 
1) 式 中 各 项 均 为 零 ， 即 
14 28) о 1 ФФ _ 102 o 
та al "тфа "аг 
对 应 的 通 解 为 


R(r) = Авг + Аш, Фф) = Bo 和 + Ba，Z(z) = Coz +С» (2-64) 

2) 设 系统 在 = 坐标 方向 场 量 无 变化 ， 即 电场 为 XOY 平面 内 的 平行 平面 场 ， 此 时 Z(z) 
为 常数 ， 方 程式 (2-63) 第 三 项 为 零 ,前 两 项 与 坐标 z 无 关 ， 也 为 零 ， 因 此 有 
人 2 4Ф _ 

dr! Фф аф? 

ЖЯ Р, Ж 
г ау dR 1 ФФ 
tals а о 


上 式 左 侧 第 一 项 仅 为 的 函数 ， 第 二 项 仅 为 由 的 函数 。 与 直角 坐标 系 中 的 分 析 方法 类 
似 ， 设 分 离 常数 为 性 ， 则 有 


rd 1 

ЯК) 2-65 
R dr ra) Е (2:65) 
1 ФФ 2 

Паф 2-66 
Фар ( ) 


Rre, M (2-65) MRR, AZ se, oer, MORN 


r dy аку е 4, ак уй 1LdR , 
В. m =n 
Rala) Ra ш“) ка? 
即 
a 


对 此 方程 可 容易 地 求 得 通 解 为 


R = Ае" + Ве“ 
将 r=e 代 回 ， 则 方程 式 (2-65) 的 通 解 为 


R(r) = Ат + Вг" 
方程 式 (2-66) 的 通 解 则 为 三 角 函 数 ， 即 


жя ваз o) 


Ф(ф) = Сзїппф + Юсозпф. 
对 于 圆柱 坐标 系 ， 要 求 电位 函数 满足 周期 性 ， 即 
Ф(г,ф) = p(r, 中 +2km) 
式 中 ,上 应 为 自然 数 ， 这 要 求 n 也 为 自然 数 才能 成 立 。 


与 方程 式 2-65) 、 式 (2-66) 相反 的 另 一 组 方程 万 业主 ) =- "лыт 
解 因 不 满足 周期 性 而 舍 掉 。 
最 终 得 到 二 维 圆柱 坐标 系 拉 普 拉 斯 方程 的 通 解 为 
p= Š (A.r + Вл") (Csinng + О,созпф) (2-67) 


RH, n 为 自然 数 ，4、B、C、D 为 待定 系数 。 

例 2-19 一 段 半径 为 a、 介 电 常 数 为 so 的 长 直 柱 形 空气 气泡 ”一 一 @ А 
位 于 均匀 外 电场 E 中 ,气泡 轴线 与 Е, 相 垂直 ， 如 图 2-18 所 示 。 
设 外 加 电场 方向 为 * 轴 方 向 ,气泡 轴线 与 z 轴 相合 ， 空 间 介质 介 
电 常数 为 s。 现 忽略 边缘 效应 ， 求 气泡 内 、 外 的 电位 分 布 。 ШЕЛ. ИЗӘ. 

R 由 题 意 ， 设 气泡 为 无 限 长 圆柱 体 ， 因 此 电场 为 平行 平 
面 场 。 设 气泡 内 、 外 电位 分 别 为 p, 和 w;， 由 题 意 可 知 ， 远 离 气泡 外 的 电场 强度 为 常数 ， 因 
此 由 式 (2-61) 可 知 电位 应 为 坐标 * 的 线性 函数 ， 即 

ФЇ. =- Ех =- Ercosp 
此 外 ， 气 泡 轴 心 处 电位 应 为 有 效 值 ， 由 此 写 出 边 值 问题 为 


| 


Уф = 0, г<а a) 

Ve = 0， r>a (2) 

Pi = Ф, г=а (3) 
аф, де, 

ma тта 

Ф. =- Eorcosb ге (5) 

Ф. 为 有 限 值 ， 7r 一 0 (6) 


由 式 (2-67) 得 电位 的 通 解 表达 式 分 别 为 
= 5 (Ат + Вог") (Cssinng + Discosng) 


名 
Ф = 三 (Аыг^ + Вг“) (Csinng + Dascosn 中 ) 


由 定 解 条 件 〈5) 可 判断 系数 CANF, HAWAI, hz = -Eo。， 所 以 气泡 外 电 
位 可 简化 为 


D, 
Ф, = – Еутсозф + 一 cos 由 
г 


由 定 解 条 件 (6) 可 判断 系数 B,. 应 为 零 ， 而 条 件 (3) 要 求 气泡 内 、 外 具有 相同 的 函数 
类 型 ， 因 此 系数 C,, 也 应 为 零 ， 故 气泡 内 电位 可 简化 为 


Сс =авазљвашаи 


Ф = Arcos 
再 由 分 界面 衔接 条 件 (3) (4) 有 


р, 
Аүасовф = – Eoacosg + —созф 
а 


р, 
goAicosb = - е,Еусовф — £, Feb 


-26. 


求解 上 述 方程 ， 得 44 = 一 一。，D, = 了 一 a?E,， 最 终 求 得 气泡 内 、 外 的 电位 为 
Eo +E Egte, ” 
2e, 
Hrsg „соф г<а 
КН ү ы A ia 
Eo + ғ, г 
由 于 x =rcos， 因 此 可 把 气泡 内 电位 改写 为 
Ж -2е, Е 
то 
可 见 ， 气 泡 内 电场 强度 为 常数 ， 即 
ERE 2-50 = 20, 
Ox Eo + е, 


由 上 述 结果 可 见 气泡 在 均匀 外 加 电场 作用 下 被 均匀 极 化 ， 且 内 部 电场 与 外 加 电场 之 比 为 
2e, 
= 2. 。 一 般 情 况 下 都 有 e > so， 所 以 气泡 中 的 电场 总 是 高 于 周围 介质 中 的 电场 ， 这 会 引起 
о +2 
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利用 镜像 法 (method of images) 可 以 非常 方便 地 求解 一 些 特殊 类 型 的 场 ， 这 也 是 非常 实 
用 的 一 种 分 析 方 法 。 该 方法 主要 用 于 点 电荷 、 线 电荷 与 导体 或 介质 共存 时 电场 的 分 析 。 在 这 
类 边 值 问题 中 ， 点 电荷 或 分 布 电荷 在 导体 或 介质 表面 产生 感应 电荷 或 束缚 电荷 ， 这 些 感应 电 
荷 或 束缚 电荷 与 原 电荷 一 起 形成 合成 电场 。 但 这 些 感应 电荷 或 束缚 电荷 的 分 布 规律 一 般 是 未 
知 的 ， 而 且 显 然 因 受 电荷 与 导体 或 介质 间 的 相互 位 置 、 导 体 的 形状 、 介 质 的 参数 等 诸多 因素 
的 影响 而 难以 确定 。 

镜像 法 的 基本 思想 是 用 一 个 或 若干 个 称 之 为 镜像 电荷 的 自由 电荷 等 效 代替 边界 上 的 那些 
未 知 分 布 的 感应 电荷 或 束缚 电荷 。 按 照 唯一 性 定理 ， 只 要 镜像 电荷 与 原 电 荷 共同 作用 的 结果 
既 满 足 位 函数 方程 又 满足 定 解 条 件 ， 则 电场 的 解 就 是 唯一 的 ， 最 终 实际 的 电场 就 等 效 于 这 些 
自由 电荷 的 电场 。 这 样 ， 就 可 以 利用 原 电荷 与 镜像 电荷 构成 的 点 电荷 系统 相对 容易 地 求 得 空 
间 电 场 的 分 布 。 

1. 点 电荷 与 导体 平面 的 镜像 

点 电荷 与 导体 平面 的 镜像 如 图 2-19 所 示 。 设 点 电荷 9 位 于 无 限 大 接地 导电 平板 上 方 h 
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处 ， 其 周围 介质 为 <， 如 图 2-19a 所 示 。 由 于 导电 板 接地 ， 故 导电 板 上 只 有 负 的 感应 电荷 ， 
且 由 于 导电 板 为 无 限 大 ， 这 些 感应 电荷 应 以 点 电荷 到 平面 的 重 线 为 轴 〈 设 为 坐标 轴 z 轴 ) 对 
称 分 布 于 导电 板 表面 ， 而 且 离 轴线 越 近 感应 电荷 分 布 越 密 。 导 电 板 下 方 电场 为 零 ， 不 需求 
解 ， 因 此 上 半空 间 的 电场 边 值 问题 为 

МА на 

p = 0， 导电 板 平 而 上 各 点 

设 用 一 个 点 电荷 -9 代替 导电 板 上 所 有 感应 电荷 为 了 保证 拉 普 拉 斯 方程 不 变 ， 该 电荷 
不 允许 放置 在 介质 中 ， 因 此 只 能 放 在 导电 板 下 方 。 按 照 上 述 面 电荷 分 布 规律 的 轴 对 称 分 析 可 
设想 将 导电 板 撤 掉 换 成 介质 e， 使 得 整个 空间 成 为 单一 媒质 的 情况 ， 把 电荷 9' 放 置 于 z 轴 的 
延长 线 上 与 原 电荷 4 成 镜像 的 位 置 ， 如 图 2-19b 所 示 。 注 意 ， 图 中 水 平 虚 线 只 是 为 了 表示 原 
来 导电 板 所 在 的 位 置 ， 实 际 计算 电场 时 应 视 为 不 存在 。 

此 时 空间 任 一 点 尸 的 电位 为 

ла gq 
Pr = ат 2-0) 

可 见 ， 当 4 = 94 时， 在 XOY 平 面 ( 原 导电 板 所 在 平面 ) 上 任意 一 点 处 n, WEE 
电位 面 的 边界 条 件 ， 按 照 唯一 性 定理 ， 此 时 上 半空 间 电场 的 分 布 不 变 ， 因 此 利用 镜像 电荷 与 
原 电荷 即 可 求 得 其 电场 分 布 ， 即 

вн) е r С аА е аА 

再 由 已 = - Ур 可 进一步 求 得 电场 强度 (M) o 

图 2-19e 给 出 了 空间 介质 中 电场 的 分 布 示意 图 ， 要 注意 图 2-19b 与 图 2-19a 只 是 上 半空 
间 等 效 ， 称 为 有 效 区 ， 下 半空 间 不 等 效 ， 称 为 无 效 区 ， 因 此 图 2-19e 中 场 图 只 有 上 半空 间 是 
真实 的 ， 下 半空 间 不 存在 ， 故 没有 画 出 。 

由 电位 表达 式 还 可 求 得 导电 板 上 感应 电荷 的 分 布 为 


Крус ШЕН 
2т(* +h)? 
1.0 


由 上 式 进一步 求 得 导电 板 上 总 的 感应 电荷 为 


*4 


а) 点 电荷 与 导体 平面 D) 镜像 电荷 的 大 小 与 位 置 ©) 空间 电场 的 分 布 示 意图 


图 2-19 点 电荷 与 导体 平面 的 镜像 


(7 тжязшазашиже 


аһ 2mrdr gh | 
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这 与 导电 板 上 感应 电荷 的 总 量 相符 。 显 然 ， 如 果 把 点 电荷 换 成 与 纸 平面 垂直 (平行 于 
导体 平板 ) 的 带电 导线 ， 一 般 称 为 电 轴 ， 可 用 同样 的 方法 分 析 电 场 的 分 布 。 工 程 上 传输 线 
与 大 地 之 间 的 电场 就 可 以 简化 为 这 种 模型 进行 分 析 。 

仿照 上 述 分 析 过 程 再 来 看 两 块 半 无 限 大 相交 成 直角 的 导电 板 与 点 电荷 9 之 间 的 镜像 ， 如 
图 2-20 所 示 。 待 求 场 域 为 第 一 象限 空间 ， 此 时 两 块 导电 板 上 的 感应 电荷 分 布 规律 不 同 且 未 
知 ， 若 用 镜像 电荷 代替 两 块 导 电 板 上 的 电荷 ， 则 只 能 放置 于 其 他 三 个 象限 才能 保证 第 一 象限 
空间 电位 方程 不 变 ， 因 此 分 别 在 二 、 四 象限 点 电荷 与 垂直 平面 和 水 平平 面 的 镜像 位 置 放 一 个 
与 原 电荷 大 小 相同 、 符 号 相反 的 镜像 点 电荷 -9 〈 称 为 点 电荷 的 一 次 镜像 电荷 ) 。 但 是 ， 这 
两 个 镜像 电荷 与 原 电荷 共同 作用 的 结果 不 能 保证 两 个 坐标 面 同时 为 零 电 位 面 ， 因 此 在 第 三 象 
限 与 前 面 一 次 镜像 电荷 成 镜像 位 置 处 再 放置 一 个 与 一 次 镜像 电荷 大 小 相同 、 符 号 相反 的 镜像 
点 电荷 9 ( 称 为 一 次 镜像 电荷 的 二 次 镜像 电荷 ) (注意 ， 这 里 两 个 二 次 镜像 电荷 重合 于 一 
点 ) 。 这 样 撤 掉 两 块 导 电 板 后 的 整个 空间 由 四 个 点 电荷 构成 ， 这 四 个 电荷 既 保 证 了 原 场 域 
(第 一 象限 ) 电位 方程 不 变 ， 又 满足 了 水 平 、 垂 直 两 个 平面 为 零 电位 面 的 边界 条 件 。 所 以 用 
三 个 镜像 电荷 成 功 地 等 效 代替 了 未 知 分 布 的 感应 电荷 ， 电 场 的 计算 则 简化 为 四 个 点 电荷 的 电 
УН: 


У 
А 
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a) 点 电荷 与 导电 板 b) 镜像 电荷 分 布 5) 有 效 区 与 无 效 区 


图 2-20 点 电荷 与 相交 成 直角 的 导电 饭 之 间 的 镜像 


类 似 的 ， 可 用 同样 的 方法 确定 点 电荷 9 与 相交 为 a 角 (要 求 <r/2， 请 读者 自己 分 析 
原因 ) 的 两 块 半 无 限 大 导电 板 之 间 的 镜像 ， 如 图 2-21 所 示 。 可 以 证 明 ， 若 令 m = т/а, WA 
有 为 整数 时 才能 用 有 限 次 镜像 电荷 等 效 代替 感应 电荷 ， 而 且 镜像 电荷 的 总 数 为 2n -1 个 ， 
且 第 n 次 镜像 电荷 重合 。 图 2-21b 给 出 了 a = т/3 时 五 个 镜像 电荷 的 分 布 示意 图 。 由 图 可 见 ， 
所 有 镜像 电荷 都 位 于 以 导电 板 夹 角 处 为 圆心 ， 点 电荷 到 夹 角 中 心 点 处 的 距离 为 半径 的 圆周 
上 。 注 意 ， 有 效 区 为 导电 板 之 间 的 空间 ， 其 余部 分 为 无 效 区 。 

若 т/а 不 是 整数 时 也 可 应 用 这 种 方法 近似 计算 ， 此 时 一 般 根 据 精度 要 求 选择 有 限 个 镜 
像 电荷 与 原 电 荷 计算 空间 电场 的 分 布 。 特 殊 的 ， 当 a =0 时 ， 对 应 两 块 平行 放置 的 无 限 大 导 
电 板 与 点 电荷 之 间 的 镜像 ， 相 应 的 镜像 电荷 将 有 无 穷 多 个 。 

#12-20 图 2-19 中 点 电荷 所 受 导电 板 对 它 的 电场 力 。 

解 因为 空间 电场 等 效 为 点 电荷 与 镜像 电荷 共同 产生 的 电场 ， 所 以 点 电荷 所 受到 的 导电 
板 对 它 的 电场 力 即 为 镜像 电荷 对 它 的 力 。 按 图 示 坐 标 方向 ， 点 电荷 所 在 处 的 电场 为 


а) 点 电荷 与 导电 板 b) 夹 角 为 60" 时 愤 像 电荷 的 分 布 


图 2-21 点 电荷 9 与 相交 为 a 角 的 两 块 半 无 限 大 导电 板 之 间 的 镜像 


= 20-е.) 
3те(2А) 
因此 电场 力 为 
= 4 = 
Р = Tak O 


力 的 方向 沿 ~z 轴 方向 ， 由 此 可 见 点 电荷 受到 导电 板 的 吸力 。 

例 2-21 图 2-22a 所 示 无 限 长 、 带 均匀 线 电荷 * 的 导线 〈 电 轴 ) 与 无 限 大 接地 导电 板 平 
行 , 求 空间 电场 分 布 ， 推 导线 方程 及 等 位 线 方程 ， 并 画 出 相应 的 场 图 。 

解 ”用 镜像 电 轴 -7 等 效 代替 导电 板 上 的 感应 电荷 ， 建立 如 图 2-22b 所 示 的 坐标 系 ， 设 
空间 任意 一 点 P 到 原 电 轴 的 距离 用 ", 表示 ， 到 镜像 电 轴 的 距离 用 г 表示 ， 可 以 利用 合 加 定 
理 分 别 求 两 个 电 轴 在 整个 空间 产生 的 电场 。 

当 无 限 大 空间 只 有 一 个 无 限 长 带 均匀 电荷 r 的 电 轴 时 ， 由 前 面 例 2-2 可 知 P 点 电场 强度 
为 


т 


= е, 
2тег, “ 


现 取 空间 某 点 0 为 电位 参考 点 ， 则 电 轴 在 P 点 产生 的 电位 为 
а. т т т 
gr = Ѓ E, dr = ro - 570г, = C, - „7—1, 
类 似 地 ， 当 镜像 电 轴 单独 存在 时 ，P 点 电场 强度 为 


= 


Е_ = k 
2mer- 一 


镜像 电 轴 在 P 点 产生 的 电位 为 
°- т т т 
Ф = К E. dr =- Fe. + 570г = С, + 70и. 


由 于 电位 为 标量 ， 因 此 可 以 直接 将 两 个 电 轴 单独 作用 时 产生 的 电位 相 加 得 到 已 点 的 合 
成 电位 为 


тылы Таш а +С 
= Pp, + фь. = 一 -in 一 + 一 -in 一 = а + 
ФР Pre Ф. = отет, 2те Ta 2те T, 


式 中 ， 系 数 C 是 取决 于 参考 点 的 常数 ， 显 然 ， 当 参考 点 位 于 YOZ 平面 上 时 ro, =ro_，r, = 
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r- ， 系 数 C 为 零 ， 导 电 板 电位 为 零 ， 满 足 边 值 问题 的 定 解 条 件 。 由 此 可 求 得 空间 任意 一 点 
的 电位 为 
Tp Vto жә? (2-68) 


“2ле “т, 2ле JG -b +y 
再 由 = - Vo= -®е, -2e 求 得 电场 强度 为 


-+ 2xy A -P-e :) 
тео (x - b)? +92] 0+ 6) жу] Сб Б) +P] b) +7 
图 2-22e 所 示 为 空间 电场 及 等 位 线 的 分 布 示意 图 。 由 等 位 线 方程 的 定义 及 式 (2-68) 可 


知 ， 只 要 令 一 = 天 就 可 得 到 一 族 等 位 线 方程 ， 即 


++ 


Бү. = К 
(=) (a-b) + 
上 式 可 整理 成 
K +l)? ү 2K ү 
(6-1) 4 (=) 
~» 
-Er 2Kb 
K-i?’ K -1 
WA 
(a-h +у* = а (2-69) 
H 
“+ k (2-70a) 
或 写作 
а =(h+b)(h-b) (2-70) 


可 见方 程式 (2-69) 是 ХОУ 平面 内 的 一 族 圆 的 方程 ， 其 圆心 坐标 分 别 为 〈 |һ|,0) 和 
(一 |4|,0) ， 半 径 为 a， 如 图 2-22d 所 示 ，h +5、h -b 分 别 表示 圆 心 到 两 个 电 轴 的 距离 ， 因 
此 式 〈2-70) 既 描 述 了 等 位 圆 半径 、 圆 心 坐 标 与 电 轴 之 间 的 数值 之 间 的 对 应 关系 ， 也 表明 了 
两 个 电 轴 所 在 的 点 与 等 位 圆 圆 心 三 个 点 之 间 的 反 演 关系 。 


хта арг, MR (226), руун” -= Zi 


求解 上 述 方程 有 
#+(у-®) =». (8) (2-71) 


方程 式 〈2-71) 同样 是 一 族 圆 的 方程 ， 该 圆 以 两 个 电 轴 之 间 的 连 线 28 为 弦 、 圆 心 在 7 


memas 7) 


司 线 电荷 与 导电 板 b) 镜像 电荷 5) 电场 与 电位 分 布 
Р 

һ-ь. 

С 

Ср SS 
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中 等 位 线 与 镜像 电荷 ©) E 线 与 镜像 电荷 
图 2-22 例 2-21 图 


轴 上 ， 圆 心 坐标 分 别 为 (0, |K,/21) 和 (0,- |K,/21) ， 圆 的 半径 为 V + (Ki/2)”， 如 图 
2-22e 所 示 ， 整 个 圆周 被 弦 2 分 为 上 下 两 段 弧 线 ， 分 别 代表 由 正 的 电 轴 指向 负 的 电 轴 之 间 的 
电场 线 ， 显 然 这 族 圆 与 前 面 得 到 的 等 位 线 圆 族 处 处 正 交 。 

2. 点 电荷 与 平面 介质 分 界面 的 镜像 

对 于 图 2-23 所 示 的 系统 ， 两 种 介质 中 的 电场 均 由 点 电荷 与 介质 分 界面 上 的 束缚 电荷 共 
同 产生 ， 相 应 的 边 值 问题 为 


Уф, =0， 上 半空 间 介 质 е, 中 ,点 电荷 所 在 点 除外 
Уф, = 0, 下 半空 间 介质 е, 中 
Фф = Ф, 分 界面 上 
СД дф› 
аа с, 分 界面 上 


规定 由 介质 1 指向 介质 2 的 方向 为 分 界面 的 法 向 。 按 照 前 面 总 结 的 镜像 法 的 分 析 步骤 ， 
在 求解 介质 e 中 的 电场 时 将 下 半空 间 也 换 成 相同 的 介质 e, ， 用 点 电荷 9 代替 分 界面 的 束缚 
电荷 并 置 于 下 半空 间 (FAK) 的 镜像 位 置 。 对 于 介质 e 中 的 电场 则 将 上 半空 间 换 成 相同 
的 介质 es ， 用 点 电荷 代替 束缚 电荷 并 置 于 上 半空 间 (AK) 原 电 荷 的 位 置 ， 由 于 该 镜像 


О 工程 电磁 场 与 电磁 波 基础 


电荷 与 原 电荷 重合 ， 故 用 9 表示 两 者 之 和 。 


е. 


图 2-23 点 电荷 与 两 种 介质 平面 的 镜像 


镜像 电荷 g9'、g" 的 大 小 需要 由 定 解 条 件 确定 ， 为 了 避免 求 导 数 ， 利 用 等 价 的 电场 强度 切 
线 分 量 连续 、 电 位 移 法 向 分 量 连续 的 边界 条 件 列 方程 如 下 : 
4 4 -—4 
(те ушЫ Бак ep 


由 此 解 得 


(2-72) 


式 (2-72) 表明 ,镜像 电荷 9' 可 正 可 负 ， 取 决 于 介质 e 与 s 的 相对 值 ， 但 其 绝对 值 总 
是 小 于 原 电荷 的 大 小 ， 而 电荷 9" 总 是 与 原 电荷 同 极 性 。 特 殊 的 ， 当 e, е, 时， 不 存在 边界 
也 就 没有 镜像 电荷 ， 此 时 g' =0, 9" =9， 还 原 为 单一 媒质 、 单 个 点 电荷 的 电场 。 

例 2-22 设 图 2-24 中 介质 в, = so、e =2eo， 求 : (1) 点 电荷 与 边界 垂 线 一 半 处 的 电 
位 ; (2) 点 电荷 的 镜像 位 置 点 的 电场 强度 ; (3) 介质 分 界面 上 的 最 大 电场 强度 值 。 

解 根据 镜像 电荷 的 计算 式 (2-72) 可 求 得 


a 1 А ， 4 
9 = 一 一 9 2-29 Ф =9-9 = = 
El + ё 3 3 


(1) 点 电荷 与 边界 垂 线 一 半 处 即 为 图 2-24a 中 4 点 ， 位 于 介质 1 中 ， 因 此 该 点 电位 应 
由 图 2-24b 计算 ， 即 由 电荷 9 与 9' 计 算 , 按照 全 加 定理 ， 有 
4 > g. -_4 _ 44 
4те, (А2) 4те (3/2) 9те 9rmeoh 
(2) 点 电荷 的 镜像 位 置 点 一 定位 于 下 半 平 面 ， 因 此 处 于 介质 2 中 ， 即 图 2-24c HB A, 
因此 该 点 电场 强度 应 由 图 2-24e 中 gq" 计算 ,由 点 电荷 的 电场 计算 公式 有 


T 1 了 ,方向 垂直 向 下 


Ea 本 1 7 12те} ате? 
(3) 介质 分 界面 上 的 最 大 电场 强度 值 一 定 出 现在 点 电荷 与 介质 分 界面 垂 线 与 介质 的 交 
点 处 ,需要 对 两 种 介质 边界 上 的 电场 分 别 计算 ,通过 比较 得 到 最 大 值 。 


Ф, 


жава в 7) 


介质 1 中 的 最 大 场 强 点 为 图 2-24b 中 的 С, 点 ， 该 点 电场 强度 应 由 9 与 9' 计 算 ， 有 
29 919 4 Ы 
Еа е ле Зла i’ ТЕАТ 


介质 2 中 的 最 大 场 强 点 为 图 2-24c 中 的 С, 点 ， 该 点 电场 强度 应 由 9 计算， 有 


= 一 全 = 一 一 = 一 人 向 垂直 向 
人 тажи 
对 比 可 知 交界 面 处 最 大 电场 强度 为 
Е = Ec = 一 人 


Зтвһ? 
图 2-24d 给 出 了 空间 电场 的 分 布 示意 图 。 如 果 两 种 介质 参数 互 换 ， 即 e, =2ceo £ = so， 
电场 分 布 情况 将 如 何 变化 ? 请 读者 自行 画 出 。 


а) 点 电荷 与 介质 


4) 电场 分 布 示意 图 


В 2-24 例 2-22 图 


特别 值得 提醒 注意 的 是 ， 在 分 析 这 类 边 值 问题 时 ， 一 定 要 注意 有 效 区 的 问题 。 对 于 上 半 
空间 (介质 sl H) 的 电场 只 有 电荷 9 与 9' 参 与 计算 ,与 电荷 9" 无 关 ， 同样 ， 对 于 下 半空 间 
(介质 e: 中) 的 电场 只 有 电荷 9 参与 计算 ， 与 电荷 9 与 9' 无 关 。 

此 外 ， 式 (2-72) 对 应 于 点 电荷 4 位 于 介质 1 中 的 情况 ， 如 果 将 电荷 置 于 介质 2 中 ， 应 
对 公式 作 相应 的 调整 。 

通过 上 述 分 析 ， 总 结 镜像 法 的 原理 、 应 用 方法 及 注意 事项 如 下 : 

1) 镜像 法 的 理论 依据 是 唯一 性 定理 与 全 加 定理 。 

2) 用 集中 分 布 的 电荷 代替 未 知 分 布 的 感应 电荷 或 极 化 电荷 ; 这 些 集 中 分 布 的 电荷 是 为 
了 计算 方便 而 设 定 的 假想 电荷 ， 称 之 为 镜像 电荷 。 

3) 镜像 电荷 必须 放 在 无 效 区 ， 以 保证 边 值 问 题 的 方程 不 变 。 

4) 镜像 电荷 的 数量 、 大 小 、 正 负 、 位 置 等 依据 场 域 分 界面 的 衔接 条 件 决定 。 

5) 注意 有 效 区 ， 不同 介 质 (区域 ) 中 的 场 应 由 相应 的 电荷 计算 。 
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3. 点 电荷 与 导体 球面 的 镜像 

首先 分 析 最 简单 的 导体 球 接地 的 情况 。 如 图 2-25a 所 示 ， 半 径 为 a 的 球体 接地 ， 点 电荷 
4 与 球 心 的 距离 为 4， 若 不 考虑 地 面 对 系 统 的 影响 ， 则 导体 球 上 负 的 感应 电荷 一 定 以 点 电荷 
与 球 心 的 连 线 为 轴 、 轴 对 称 且 不 均匀 地 分 布 于 靠近 点 电荷 一 端的 球面 上 。 这 意味 着 镜像 电荷 
( 设 为 -gq') 一 定 在 这 条 连 线 上 ， 且 偏离 球 心 靠近 点 电荷 的 半径 上 某 点 处 ， 设 其 与 球 心 之 间 
的 距离 为 5。 按照 唯一 性 定理 ， 只 要 镜像 电荷 - 9 与 点 电荷 9 在 球面 上 任意 一 点 产生 的 电位 
为 零 ， 即 可 确定 镜像 电荷 的 大 小 和 位 置 。 

按照 这 一 思路 ， 将 球体 撤 掉 ， 如 图 2-25b 所 示 ， 用 镜像 电荷 - 9 代替 感应 电荷 ， 在 原来 
球面 (用 虚线 表示 ) 上 任 选 一 点 P， 该 点 电位 为 


C _g 
4mer Amer 


Фь = 
Bp 


上 式 可 整理 为 
[g(a +) -g(a +d)] +2а(4?4 -920)cosg = 0 
要 保证 球面 上 任意 一 点 电位 为 零 ， 即 要 求 上 式 在 角度 Ө 为 任意 值 时 都 成 立 ， 这 就 要 求 
[е +02) -g(a + Ф) =0 
2а(4°4-‹{Ь) = 0 
由 此 解 得 


6 = (2-13) 
q = 24 (2-74) 
R (2-73) 表明 ， 对 于 球 心 而 言 ， 点 电荷 所 在 点 与 镜像 电荷 所 在 点 互 为 反 演 点 。 


确定 了 镜像 电荷 的 大 小 和 位 置 后 ， 球 外 空间 的 电场 即 可 由 点 电荷 9 与 -9' 在 单一 介质 中 
的 电场 分 布 等 效 代替 ， 当 然 有 效 区 仅仅 是 球 外 区 域 。 图 2-25e 给 出 了 电场 分 布 示意 图 。 


a) 点 电荷 与 接地 金属 球 b) 镜像 电荷 的 分 布 c) 电场 分 布 示意 图 


图 2-25 点 电荷 与 球面 的 镜像 


有 了 上 述 分 析 基 础 ， 现 在 来 分 析 导 体 球 不 接地 的 情况 。 此 时 与 导体 球 接地 时 的 不 同 之 处 
在 于 导体 上 应 该 有 大 小 相同 的 正 负 两 种 感应 电荷 +9' 与 -9' 同 时 存在 〈 请 读者 自己 分 析 其 分 
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布 规律 ) ， 导 体 球 仍然 为 等 位 体 ， 只 是 电位 不 为 零 。 
按照 镜像 法 基本 规律 ， 镜 像 电荷 + 9' 与 - 4' 只 能 放置 于 球 内 并 且 要 保证 导体 球 为 等 位 
体 。 由 上 面 的 分 析 已 知 ， 当 满足 式 (2-73) 、 式 (2-74) 时 镜像 电荷 - 9 与 点 电荷 9 共同 作 
用 使 得 球面 为 零 电 位 面 ， 那 么 另外 一 个 镜像 电荷 + 9' 只 有 放 在 球 心 才 能 保证 球体 为 等 位 体 ， 
并 且 有 
和 


Фа леа Amed 


最 终 球 外 (有 效 区 ) 任意 场 点 的 电场 即 可 由 位 于 单一 媒质 中 的 三 个 点 电荷 求 得 。 

类 似 的 ， 还 可 进一步 分 析 给 定 电位 的 导体 球 、 携 带 给 定 电荷 量 的 导体 球 与 点 电荷 之 间 的 
镜像 电荷 的 分 布 情况 。 对 于 位 于 导体 球 空 腔 内 的 点 电荷 的 镜像 也 可 用 类 似 的 方法 分 析 确 定 。 

例 2-23 半径 为 a 的 导体 球 与 电压 源 U, 相连 ， 点 电荷 9 在 球 外 ， 距 离 球 心 为 4 处 ， 如 
图 2-26a 所 示 。 若 不 考虑 地 面 对 系 统 的 影响 ， 求 点 电荷 所 受 的 电场 力 ， 并 画 出 空间 电场 的 分 
布 示意 图 。 

解 电压 源 与 导体 球 相 连 ， 球 体 为 等 位 体 。 电 压 源 使 导体 球 带 正 电荷 Q， 该 电荷 与 电压 
源 的 关系 为 


L, 0 = 4пва0, 
4тєа 

由 上 述 分 析 可 知 ， 应 用 镜像 法 求解 该 电场 时 ， 为 保持 球体 为 等 位 体 ， 导 体 球 的 电荷 应 置 
于 球 心 ， 因 此 空间 电场 的 分 布 应 由 点 电荷 9、 镜 像 电荷 - 9、 导体 球 电荷 О 共同 作用 产生 ， 
如 图 2-26b 所 示 ， 其 电场 分 布 示意 图 如 图 2-26c 所 示 。 

请 读者 注意 观察 图 2-25e 与 图 2-26e 两 种 电场 分 布 图 的 差别 。 


Pa =U, = 


a) 点 电荷 与 接 电源 金属 球 b) 镜像 电荷 的 分 布 с) 电场 分 布 示意 图 


图 2-26 例 2-23 图 


显然 ， 点 电荷 所 在 处 的 电场 强度 由 镜像 电荷 -9 、 导 体 球 电荷 0 共同 作用 产生 ， 由 点 电 
荷 电场 强度 公式 及 登 加 定理 有 


BE =--Q -_ йб, adq 
1 4me 4neld-b)? Ф Ате(Ф – а)? 
方向 由 球 心 指向 点 电荷 。 
由 库仑 定律 可 知 点 电荷 所 受 的 电场 力 为 
ТРЕСЕ ЕНА. 


Ë а4те(Ф -а)? 
ЖЕ >0, ШЕН, БК 


(7 =аааазаанан 


4. 圆柱 导体 之 间 的 镜像 一 一 电 轴 法 

先 来 看 一 根 无 限 长 细 导 线 (半径 可 忽略 不 计 ) 与 一 个 半径 为 a 的 无 限 长 圆柱 导体 之 间 
的 镜像 与 电场 分 布 ( 见 图 2-27) 。 设 细 导 线 与 圆柱 导体 轴线 平行 ， 因 此 空间 电场 为 平行 平面 
场 ， 只 需 分 析 任 一 横 截面 电场 分 布 即 可 。 现 在 两 个 导体 之 间 加 一 定 的 电压 ,该 电压 使 得 两 个 
导体 分 别 带 有 等 量 异 号 的 电荷 ， 其 中 细 导 线 可 视 为 带电 轴线 ， 设 电荷 线 密度 为 +r， 而 对 于 
圆柱 导体 其 负电 荷 不 均匀 分 布 ， 但 一 定 以 面 分 布 的 形式 在 靠近 带电 轴线 一 侧 分 布 。 

设想 用 一 个 集中 的 假想 电 轴 代替 圆柱 导体 上 的 未 知 分 布 的 电荷 。 按 照 镜像 法 原则 ， 该 等 
效 电 轴 一 定位 于 圆柱 轴 心 与 电 轴 之 间 连 线 上 且 在 圆柱 内 ， 设 建立 如 图 2-27 所 示 的 坐标 系 ， 
一 定 有 h<a。 将 该 图 与 例 2-21 中 的 电场 分 布 图 2-22e 对 比 会 发 现 ， 当 等 效 电 轴 的 位 置 满足 
公式 (2-70Ь), Bp 

а = Һ = (d -2b)d 

或 


时 圆柱 面 一 定 是 等 位 面 ， 符 合 边界 条 件 要 求 。 这 样 ， 空 间 电 场 的 分 布 即 等 效 于 两 个 电 轴 产生 
的 电场 ， 因 此 这 种 方法 又 称 为 电 轴 法 。 

如 果 两 根 半径 均 为 a 的 无 限 长 平行 圆柱 导体 分 别 带 等 量 异 号 的 电荷 ， 如 图 2-28 所 示 ， 
其 空间 电场 的 分 布 可 按照 例 2-21 类 似 的 方法 分 析 。 事 实 上 ， 对 比 图 2-28 与 例 2-21 中 的 电场 
分 布 图 可 知 细 导 线 周围 一 定 有 一 对 半径 为 a 的 等 位 贺 与 圆柱 导线 横 截面 相对 应 ， 这 恰好 就 是 
现在 要 分 析 的 。 很 明显 ， 只 要 以 两 根 圆柱 导体 几何 中 心 连 线 及 冬 直 平分 线 建 立 坐 标 系 ， 就 可 
以 方便 地 找到 等 效 电 轴 的 位 置 ， 即 


图 2-27 细 导 线 与 圆柱 导体 的 镜像 图 2-28 ”相同 半径 圆柱 导体 之 问 的 镜像 


由 此 可 见 ， 例 2-21 中 平行 等 量 异 号 电荷 的 两 个 电 轴 之 间 的 电场 分 布 及 相关 公式 是 解决 
这 类 问题 的 关键 。 该 方法 还 可 类 推 到 两 根 半径 不 同 、 无 限 长 、 平 行 、 分 别 带 等 量 异 号 电荷 的 
圆柱 导体 之 间 的 镜像 以 及 偏心 电缆 的 镜像 等 情况 的 分 析 计 算 当中 去 。 

工程 上 常见 的 传输 线 周围 的 电场 即 可 由 电 轴 法 进行 分 析 。 显 然 ， 一 对 传输 线 之 间 的 最 大 
场 强 一 定位 于 导线 之 间 的 导体 表面 处 。 该 电场 强度 与 传输 线 所 加 电压 、 导 线 的 半径 、 线 间 
距 、 空 气 介质 的 介 电 常数 等 均 有 关 。 当 最 大 场 强 超出 空气 的 击 穿 场 强 时 导线 周围 的 空气 就 会 
被 击 穿 ， 发 出 蓝 色 的 弧 光 ， 这 种 现象 称 为 电 晕 现 象 。 电 学 现 象 的 发 生 和 气象 、 导 体 表面 的 污 
染 及 传输 线 本 身 的 结构 均 有 关 ， 轻 微 的 空气 电离 会 造成 电力 损耗 ， 严 重 的 则 可 能 引起 电网 断 
电 等 恶性 事故 ， 因 此 应 尽量 避免 。 一 般 高 压 电网 中 常 把 输电 线 制作 成 图 2-29b、c 所 示 的 四 
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分 裂 或 六 分 裂 的 分 裂 导 线 方式 (图 中 虚线 所 示 为 绝缘 支架 ) ， 以 降低 导线 表面 的 最 大 电场 强 
度 。 

у. ОО LD 
7 O-O 5-5 


элеше QRAR 


图 2-29 DRR 


可 以 证 明 (请 读者 自己 推导 ) ， 图 2-28 中 单 股 导线 周围 最 大 电场 强度 为 


Е, 


тл 20 
4roln 


导线 分 裂 的 数量 越 多 最 大 电场 强度 降 
低 的 效果 越 明显 。 

例 2-24” 图 2-30 所 示 三 相 架 空 输电 
线 相间 电压 有 效 值 为 765kV， 频 率 为 50Hz， 
相间 距 为 6m， 离 地 面 高 度 为 2m， 导线 
直径 为 0.6cm， 现 有 一 位 打 雨 命 者 位 于 导 
RFH, WER Р 点 距离 地 面 高 度 为 2m。 2-30 1224 
忽略 地 面 对 系 统 的 影响 ， 求 P 点 的 电场 强度 。 

解 此 例 属 于 EQS 问题 ， 因 此 可 以 套用 静电 场 分 析 方法 求解 。 由 于 导线 线 径 远 远 小 于 
导线 到 地 面 之 间 的 距离 以 及 相间 距离 ， 故 近似 认为 电荷 集中 分 布 于 导线 几何 轴线 上 ， 由 式 
(2-68) 可 计算 两 条 输电 线 之 间 的 电压 为 

Tr 157 „3.95т 


U= ln 
2meo 


т, 2me 0.3 2тв 
故 


т 


= =1.93 хоу 
2ле 3.95 


图 中 各 参数 可 计算 得 nm =33. 5т, г, =18.9ш, т, =10т, 0, =17.4°, 0, =32°， 利 用 高 斯 
定理 分 别 求 每 根 导线 在 已 点 产生 的 电场 强度 矢量 有 


(-e,) = 19.3 х10°(-е,)у/т 


Е, = 
2те, 
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т. 


Е, 


= (е,соз0, – е,зіпб,) = (8.66 х 10°е, — 5.4 х 10°e,) V/m 
2твуг; 


Е, т 


= (e,cosð, – e,sin0,) = (5.5 х 10е, — 1.72 х 10°%e,)V/m ` 
2те 


设 以 导线 3 为 基准 ,按照 三 相 电 路 的 相位 关系 可 知 ， 总 电场 为 
E= Е, 2 120° + Е, / 120° + E, 0° V/m 
= [(8.66 120° +5.5 © 120°) х 10е, - (19.3 0° + 
5.4 120° +1.72 „7 120°) х 10е, ЈУ/т 
= (7.62 х 10е, - 16.0 х 10*е,) V/m 


Е. = (Е + Е = 6.0? +7. 62? х 10°V/m = 2.36 х 10* V/m 

计算 结果 表明 ， 高 压 线 下 的 场 强 是 很 高 的 。 在 架设 

高 压 电缆 时 必须 根据 电压 等 级 与 相应 的 行业 标准 规定 的 

人 体 安 全 电场 强度 计算 安全 的 架设 高 度 ， 以 确保 行人 的 
安全 及 健康 。 

例 2-25 ”一 同 轴 电 缆 内 导体 半径 为 R =2cm， 外 导 
体 的 半径 为 R, =4cm， 厚 度 忽 略 不 计 。 已 知 中 间 介 质 的 
介 电 常 数 为 e = 10eu， 设 其 击 穿 场 强 为 4. 5 x 10*V/m。 现 
在 导体 间 加 电压 we =220kV， 求 介质 的 最 大 电场 强度 。 

若 电缆 加 工 过 程 中 出 现 了 制造 误差 ， 内 外 导体 不 同 
Ai, 间距 为 4， 变 成 了 如 图 2-31a 所 示 的 偏心 电缆 ， 求 电 
缆 正 常 工作 在 220kV 电压 下 的 允许 偏差 do 

解 ” 同 轴 电 缆 电 场 的 计算 可 由 高 斯 定理 方便 地 求 得 ，， 
设 以 外 导体 为 参考 电位 ， 内 导体 为 高 电位 ， 其 电荷 可 看 
做 集中 分 布 在 导体 几何 轴 心 上 ， 线 密度 为 *， 则 内 外 导体 
之 间 的 电场 (参考 例 2-8) 为 | 


Е = ` o monez 
ча 192-31 #2254 
显然 ， 场 强 出 现在 内 导体 表面 ， 代 入 相关 数据 有 
и, 
Е, = 一 一 一 = 3.65 х 10" V/m 
Riln 一 
R, 


偏心 情况 下 可 利用 镜像 法 分 析 。 先 确定 镜像 电荷 的 位 置 ， 设 正 负电 轴 所 在 点 分 别 用 MM、 
NN 表示 ， 由 图 2-31b 可 列 方程 
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№ = В + 
к = № +6 
а= -h, 
解 之 , 有 
BRB-R-d R, -Ri +d 
h = Е 
* 24 ы 24 


由 电场 强度 与 电位 之 间 的 梯度 关系 可 判断 最 大 场 强 的 位 置 在 图 中 4 эң, ШАЛА 
斯 定理 可 知 4 点 电场 强度 为 


т 1 1 т 1 1 
„= н) lE (6-0) Б О =] 
由 于 % 轴 上 电 轴 之 间 的 电场 强度 同方 向 ， 因 此 利用 4、B 两 点 之 间 的 电位 差 计算 电 荷 密 
度 是 最 方便 的 ， 由 式 (2-68) 有 
m отуп. _ т, AN т, BN 
n = 740 72А 
гь, 2me АМ 2me ВМ 
ip bth -R rp bth-R 
2те `R, - (h -b) 2те `R, - (h, b) 
由 此 求 得 电荷 密度 为 


О, = - = 1, ак 
o5 PaPe T оте rm, 2те 


2те0, 
In (b +h, - Ri) (R, - h, +b) 
(К, - h, +b) (b +h, - №) 
代入 电场 强度 计算 式 ， 求 得 最 大 电场 强度 为 
= Uo ( 1 > 1 ) 
(b +h, -R,)(R, -hħ, +b)\R, -h +b b+h -R, 
n CR, -h, +b) (b +h, - R,) 
偏心 情况 下 电缆 正常 工作 需 满足 Erm <4. 5 х 10"У/т, HIET RIE 4~0. 5cm, Шр 
轴 间 距 小 于 Smm 的 情况 下 电缆 可 以 正常 使 用 。 


2.5 静电 场 理 论 分 析 的 工程 应 用 


T= 


E pmax 


前 面 曾 说 过 ， 场 是 基础 ， 路 是 特例 。 作 为 电气 、 电 子 工程 师 应 该 兼备 电磁 场 理论 和 电路 
理论 的 知识 。 在 电路 理论 中 ， 电压 U 和 电流 1 是 两 个 基本 的 物理 量 ， 电 阻 R、 电 感 上、 电容 
С 是 重要 的 电路 参数 。 而 在 电磁 场 理论 中 ， 基 本 物理 量 是 电场 强度 EE、 电 位 移 矢量 D、 磁 场 
强度 万、 磁感应 强度 ， 媒 质 的 参数 是 介 电 常数 。、 电 导 率 y、 磁 导 率 jy。 表 面 看 两 种 参数 
之 间 没 有 联系 ， 事 实 上 ， 电 路 理论 中 的 参数 均 可 由 电磁 场 理论 求 得 。 

本 节 先 讨论 一 般 意义 的 电容 的 计算 ， 然 后 引出 部 分 电容 的 概念 ， 最 后 以 静电 能 量 、 电 场 
力 的 计算 为 例 进一步 讨论 静电 场 理论 分 析 的 工程 应 用 。 


@ 工程 电磁 场 与 电磁 波 基 础 


2.5.1 静电 场 分 析 应 用 之 一 : 电容 


物理 学 中 对 电容 的 定义 是 从 两 个 导体 构成 的 平行 梳 电容 器 引出 的 : 极 板 上 的 带电 量 0 

与 导电 板 之 间 的 电压 U 的 比值 定义 为 电容 (capacitance) 
c-l (275) 

但 是 电容 值 与 导体 上 所 带电 荷 及 所 加 电压 无 关 ， 而 与 导体 的 形状 、 尺 寸 、 相 互 位 置 、 介 
质 材料 有 关 ， 如 平行 板 之 间 的 距离 4 相对 于 导电 板 的 面积 $ 而 言 很 小 时 ， 电 容 与 这 两 个 参数 
及 极 板 间 介质 e 之 间 的 关系 为 

Сеет 

对 于 其 他 结构 的 两 个 导体 之 间 的 电容 的 计算 可 以 按照 电容 的 定义 式 利用 前 面 几 节 讨论 过 
的 电场 分 析 方 法 求 得 。 

此 外 ， 工 程 上 许多 电气 设备 往往 是 由 两 个 以 上 导体 构成 的 ， 称 为 多 导体 系统 ， 因 此 需要 
在 原 有 电容 的 基础 上 拓宽 概念 ， 引 人 部 分 电容 并 分 析 部 分 电容 与 相关 电场 的 分 布 。 

1. 两 个 导体 系统 的 电容 

从 电容 的 定义 式 (2-75) 入 手 ， 可 分 两 种 方法 计算 电容 : 第 一 种 ， 假 设 导体 上 的 带电 量 
(电荷 或 分 布 电荷 的 密度 ) ， 依 据 电荷 推出 空间 的 电位 分 布 ， 确 定 导体 间 的 电压 ， 从 而 计算 
电容 ; 第 二 种 ， 假 设 在 导体 之 间 施 加 电压 ， 进 一 步 求 出 空间 电场 的 分 布 ， 利 用 介质 中 电位 移 
或 电位 与 导体 电荷 面 密度 的 关系 确定 导体 上 的 电荷 ， 进 而 计算 电容 。 至 于 实际 应 用 中 选用 哪 
种 方法 则 要 根据 具体 问题 确定 最 佳 的 分 析 方 法 。 

91226 求 内 、 外 半径 分 别 为 a、6 的 球形 电容 器 的 电容 。 

解 “ 由 于 是 球体 ， 故 利用 高 斯 定理 假设 已 知 电荷 求 电场 分 布 最 为 简便 。 设 内 导体 上 带电 
量 为 6， 则 距 球 心 "处 的 电场 强度 为 

e 


Е(г) = ——е, 
meor 
因此 导体 球 之 间 的 电压 为 
А i 
U= [Ear (аа) 
代入 电容 定义 式 (2-75) ， 即 可 求 得 孤立 球体 的 电容 为 
о 4meoab 


ба 
U` b-a 


如 果 把 地 球 看 做 球体 的 话 ， 其 平均 半径 约 为 6370km， 若 以 25km 作为 大 气 层 的 厚度 并 以 
真空 的 介 电 常数 代 人 上 式 可 得 
c= 4тв аб _ 9 х10 х 6370 х 10° х 6395 x 10° 
b-a 2.5 х10* 
可 见 即便 是 大 如 地 球 这 样 的 球形 电容 也 才 区 区 0. 18F， 如 果 把 无 穷 远 处 作为 地 球 的 另 一 
极 ， 则 电容 更 是 小 到 0. 05733F。 这 说 明 用 法 拉 作 为 电容 的 单位 实在 是 太 大 了 ， 所 以 一 般 常 
见 的 电容 多 为 pF 或 pF 数量 级 。 


F = 0.18F 


mamas a) 


类 似 这 种 结构 简单 、 对 称 的 电容 器 的 电容 计算 都 可 采用 这 种 方法 求 得 。 如 内 、 外 半径 分 


别 为 a、5 的 同 轴 电 绕 之 间 的 电容 为 C = A (参见 例 2.8) 。 

#1227 求 半径 为 a、 相距 为 D 的 双 线 传输 线 之 间 的 电容 。 

解 、 利 用 镜像 法 ， 参 见 图 2.28， 等 效 电 轴 的 位 置 为 = 072) = or ， 两 个 导线 之 间 
的 电压 可 由 导线 表面 相 虹 最 近 的 两 点 的 电位 之 差 求 得 , 设 为 4[ - (0/2 -a) ,0] 与 4[(D/2 
=-a),0] ， 由 公式 (2-68) 可 知 


түт- 7,6b-(D2-a) 
Еа ра 
Pa = рву "т, 2л, Б + (02 -a) 
та aZ pbt 2-а) 
Pu о т, 2ш b- (D/2-a) 
故 传输 线 之 间 的 电压 为 
T BF(D/2 6) 
U = pa -pn = Ге узи 


зау b-(D2-a) 
从 而 ， 得 传输 线 之 间 单 位 长 度 的 电容 为 
тво 
c= 
b+(D/2 -а) 

"(02 -а) 

一 般 情 况 下 传输 线 之 间 的 距离 远 比 线 径 大 得 多 ， 等 效 电 轴 可 近似 
认为 与 导线 的 几何 轴 心 重合 ， 这 样 上 式 可 简化 为 


C = тё 
1 © 

例 2-28 无 限 长 同 轴 电 缆 内 、 外 导体 半径 分 别 为 a。、b， 两 种 介质 
如 图 2-32 所 示 分 布 ， 求 电缆 单位 长 度 的 电容 。 

解 ”以 圆柱 坐标 系 为 基准 ， 由 于 电缆 无 限 长 ， 故 空间 电场 为 平行 ”图 232 例 2-28 图 
平面 场 ， 即 电场 强度 、 电 位 与 :坐标 无 关 。 设 在 内 外 导体 之 间 加 电压 U， 分 别 列 出 两 种 介质 
中 的 边 值 问 题 如 下 : 

Уф =0 介质 ei 中 [Ve =0 Mi e t 
p=U r=a ,lo=U r=a 


2a 
A 


p=0 r=b p=0 r=b 

由 上 述 方程 可 见 两 种 介质 具有 相同 的 电位 方程 、 相 同 的 边界 条 件 ， 因 此 按照 唯一 性 定 
理 ， 一 定 有 p =， 也 就 是 说 电位 一 定 与 角度 无 关 ， 只 是 半径 r 的 函数 ， 再 由 介质 分 界面 的 
衔接 条 件 可 以 断定 两 种 介质 中 的 电场 强度 一 定 相同 ， 而 且 沿 着 半径 方向 。 这 表明 ， 内 、 外 导 
体 间 的 电场 与 介质 无 关 ， 因 此 无 须 求解 上 述 边 值 问 题 方 程 ， 直 接 由 高 斯 定理 (参见 例 2-8) 
即 可 得 到 内 外 导体 之 间 的 电场 强度 读者 可 求解 上 述 边 值 问题 方程 加 以 验证 ) 为 


СОМЕ РЕ 


Е = йз. ает ©. 
b 
rln 一 
а 
由 此 可 知 介质 中 的 电位 移 分 别 为 
вй САЦ 
Жы! е,, 0, = r 
па па Ё. 
а а 


由 式 (2-49) 可 知 介质 中 的 电位 移 的 法 向 分 量 就 是 导体 表面 自由 电荷 的 面 密度 ， 因 此 
可 计算 单位 长 度 的 内 导体 上 总 的 电荷 为 


и u б, + 2,(2т- 0 
0 = ods = 015, +025, = Sr boa + rn вра = © °— е 02760) 0 
/ П Г b 
anè аа. 2. 
а а а 
从 而 得 电缆 单位 长 度 的 电容 为 
{за Q' _ Eib + е. (2т - 0) 
ЛЖ b 


a 

例 2-29 图 2-33 为 一 电容 传感器 工作 原理 示意 图 ， 
通过 测量 平行 板 电 容器 的 电容 得 到 介质 液 面 的 高 度 h。 设 
电容 器 垂直 纸 面 方向 的 极 板 宽度 为 六， 极 板 面积 远大 于 
极 板 间 距离 4， 试 证 明 


Cd - eoDH 
(se-s)D 
解 ” 电 容器 的 结构 与 例 2-11 相似 ( 见 图 2-13b)。 当 图 2-33 #12-29 图 
平行 板 面积 远大 于 极 板 间 距离 时 可 忽略 边缘 效应 。 仿 照 
例 2-11， 设 极 板 上 电荷 为 C， 则 两 种 介质 中 的 电场 为 


< 
BoD(H - h) + eDh 


E, = E, = 


故 极 板 之 间 的 电压 为 
U = |E- dl = Ed = 00. 
EoD(H - №) + eDh 
所 以 平行 板 电容 器 的 电容 为 
с- 9 SDH-h) +eDh _рН (se -eo)Dh 
U 4 4 а 


Cd - рн 
EA -eso)D 
2. 多 导体 系统 的 部 分 电容 
设 空间 有 n+1 个 导体 ， 其 中 0 号 导体 为 参考 电位 ， 其 余 个 导体 的 电位 为 wm Ф, 
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P e Pas HERDIN h, ao ho o ao 车 所 有 n+1 个 导体 带电 量 的 总 和 为 零 ， 
则 称 该 多 导体 系统 为 静电 独立 系统 ， 这 样 的 系统 内 各 导体 的 电荷 与 电位 之 间 的 关系 不 受 系统 
以 外 电场 的 影响 。 
若 空 间 介质 为 线性 介质 ， 则 每 个 导体 的 电位 与 各 导体 上 电荷 之 间 的 关系 也 应 该 是 线性 
的 ， 即 
Ф = Angi + Ang + + ng, 
Pr = алф + Anga 十 + оз, (2-76) 
Ф, = алф + Aag + + mga 
式 中 ， 系 数 m 称 为 电位 系数 ， 其 中 下 标 相 同 的 系数 as 称 为 i 导体 的 自 有 电位 系数 ， 下 标 不 
同 的 系数 as 称 为 i 导体 与 i 导体 之 间 的 互 有 电位 系数 ， 其 定义 式 及 含义 为 
а = © 
Aj 1gx0, 其 余 导 体 的 电荷 为 零 
电位 系数 只 与 各 导体 的 几何 形状 、 尺 寸 、 相 互 位 置 及 空间 介质 的 介 电 常数 有 关 ， 与 各 导 
体 的 带电 量 及 电位 无 关 。 将 式 (2-76) 求 逆 可 得 
4 = Bup +Bnp: + + В.Ф, 
Ф = Bap + ВФ + + ВФ, (2-77) 
9, = Bup: + Воф: + + В.Ф. 
式 中 ， 系 数 B 称 为 感应 系数 ， 其 中 下 标 相同 的 系数 称 为 导体 的 自 有 感应 系数 ， 下 标 不 同 的 
称 为 导体 之 间 的 互 有 感应 系数 ， 其 定义 式 及 含义 为 
В, = ® 
А Ф) lejno нама 
电位 系数 与 感应 系数 之 间 的 关系 用 系数 矩阵 表示 为 
[8] = Га]" 
HR (2-77) 重新 整理 可 写 为 如 下 形式 : 
qı = Сафі + С. (фу -ф;) ++ + Culp -ф,) ++ + С„(ф, Ф.) 
Фф = Culp - 91) + Саф, + + (фф) ++ + С, (Ф 一 pn) 


(2-78) 
qi = Calpi - Ф) + Са(ф,-ф,) ++ + Cupi ++ + С,(ф = Pa) 
4, = Cal Pn Ф) + С(ф„-ф,) + + Culpa = Pi) ++ + С.ф, 
其 中 
С, = Ba + Вг + + В (2-79) 
表示 i 号 导体 与 参考 导体 之 间 的 部 分 电容 ， 称 为 该 导体 的 自 有 部 分 电容 ， 而 
С, =-В, (2-80) 
称 为 ; 导体 与 导体 之 间 的 互 有 部 分 电容 。 


一 般 情 况 下 所 有 部 分 电容 都 为 正 值 ， 且 有 Cs = C;。 部 分 电容 既 可 通过 参数 a、B 的 计算 


СС твзшюзашвды 


求 得 ， 也 可 通过 实验 的 方法 测 得 。 
例 2-30 图 2-34 所 示 为 一 对 称 三 芯 电 缆 ， 若 将 内 导体 全 部 相 
连 ， 测 得 内 导体 与 外 皮 之 间 的 电容 为 0. 057hF; 若 将 其 中 1、2 两 
个 内 导体 与 外 皮 相连 ， 测 得 3 导体 与 外 皮 之 间 的 电容 为 0. 045pF。 
求 电 缆 的 各 部 分 电容 。 
解 ”由 于 结构 对 称 ， 故 
0. 057 


Co = Cw = Co = у hF=00I9nF 


С» + Ca + С» = 0.045hF 
所 以 
0. 045 - 0.019 


ба = Cn = Cy = 一 pF = 0. 013pF 


2.5.2 静电 场 分 析 应 用 之 二 : 电场 能 量 


当 电 源 与 电容 器 相连 且 给 其 极 板 提供 电荷 时 ， 电 源 即 给 电容 器 提供 了 能 量 。 假 设 电容 器 
极 板 是 电阻 率 为 零 的 理想 导体 ， 极 板 间 介质 是 理想 的 绝缘 体 ， 则 极 板 间 就 没有 电流 流动 ， 也 
就 没有 欧姆 损耗 ， 那 么 电源 提供 的 能 量 将 以 静电 能 量 (energy, 用 W, 表示 ) 的 形式 存储 在 电 
容器 中 ， 且 其 大 小 一 定 与 电容 器 的 电容 C、 带 电量 0、 电 压 U 都 有 关 。 
前 面 在 引出 电位 的 定义 时 曾 用 到 移动 单位 电荷 dg 与 做 功 ат, 之 间 的 关系 ， 即 
dW, = udg 


Ж, u 为 对 应 于 某 一 时 刻 相应 电容 器 的 电压 。 由 于 uw = 二 ， 所 以 有 


q 
c 
dW, = udg = тч 


若 电容 器 的 电荷 从 零 开始 最 终 充 至 CQ、 电压 从 零 开 始 最 终 充 至 U， 则 储存 的 总 电场 能 量 
应 为 
-Pd -和 1 
w, = [1ш = =тсә (2-81) 
这 一 结果 也 验证 了 电容 器 储存 的 总 电场 能 量 与 电容 器 的 电容 C、 带 电量 О, BEUR 


关 ， 与 中 间 电 场 的 建立 过 程 无 关 。 若 把 电容 器 看 做 两 个 导体 的 系统 ， 其 中 一 个 极 板 视 为 零 电 
位 参考 体 ， 另 一 个 极 板 电位 为 p =U， 则 上 式 还 可 写作 W, -二 0w。 该 结论 还 可 推广 至 n+1 


个 导体 的 静电 独立 系统 。 

对 于 线性 系统 ， 设 第 i 个 带电 体 最 终 的 电荷 为 0;:， 相 对 于 0 号 参考 体 的 电位 为 D, 
每 个 带电 体 的 电荷 按 某 一 比例 a 增长 ，a <1， 则 相应 的 电位 也 将 按 相同 的 比例 增加 ， 即 某 
一 时 刻 带电 量 和 电位 分 别 为 9; = а0, 和 p; = ag,， 当 该 带电 量 电荷 增加 ад, 时 ， 此 时 整个 系 
统 的 电场 能 量 的 增 量 一 定 为 


dw, = х Ф.д, = 2 a®;Q;da 


зя вав ®) 


最 终 系 统 总 的 电场 能 量 只 需 对 上 式 中 比例 系数 a 从 0 到 1 积分 即 可 得 到 ， 即 


W, = Гао, = 5 Фо ada = 55 Фо, (2-82а) 
特殊 地 ， 以 无 限 远 为 参考 电位 ， 对 n 个 点 电荷 构成 的 系统 ， 其 电场 能 量 为 
1, 1 = 9, 
жез жы уңу. А, р 
зб STA “ыле кыд 


R (2-825) ЖеНа агн {ЕН А ИТИ На Г ЛЕ Кн {у ВТ ЖЕЛП, [АП А ЕВ Ж 
的 电场 能 量 是 电荷 之 间 的 相互 作用 能 的 总 和 

对 于 电荷 为 连续 分 布 的 带电 体 ， 由 于 dq = pdV、dq =odS、dq =rdl， 则 只 需 做 相应 的 积 
分 即 可 得 到 电场 能 量 分 别 为 


1 / 

ДЕ э] ре! (2-83а) 
1 > 

W, = 5] ords (2-83b) 
1 

wW, = zÍ тей (2-83с) 


此 时 的 电场 能 量 既 包含 相互 作用 能 也 包括 带电 体 单独 存在 时 的 固有 能 。 
对 于 能 量 的 分 布 规律 ， 下 面 以 体 分 布 电荷 为 例 来 分 析 。 将 电位 移 与 电荷 之 间 的 关系 式 
VV.D=p 带 人 电场 能 量 计算 公式 ， 有 


w, = Zf eea = ev рау 


HARRER У. (Фр) =p V*D+D. Vp、 电 场 强度 与 电位 的 关系 式 E= - Ve 并 
利用 高 斯 散 度 定理 可 将 上 式 重新 整理 为 


w, = | у. (Dav - |р: Vpdy = үф ераѕ + 1f p. вау 
AF, И 一般 应 取 为 无 限 大 的 场 域 空间 ， 这 样 包围 该 体积 的 外 表面 5 就 是 距 场 源 无 限 远 处 的 
闭合 面 ， 当 电 共 在 有 限 范围 内 分 布 时 ， 对 应 面 上 任何 一 点 都 有 De 二，p < 下， 因此 式 中 
当 r 一 w 时 ， 面 积分 将 趋 于 0， 这 样 相应 的 电场 能 量 为 
W, = 5 о-ва (2-84) 


注意 式 (2-84) 中 积分 区 域 体 积 Y 与 式 (2-83a) 中 的 体积 了 所 代表 的 含义 略 有 不 同 ， 
式 (2-83a) 中 的 体积 Y 可 以 是 电场 存在 的 整个 空间 ， 也 可 以 仅仅 是 电荷 存在 的 有 源 区 域 ， 
而 方程 式 (2-84) 若 与 式 (2-83a) 等 价 必然 要 求 体积 V 是 电场 存在 的 整个 空间 。 


静电 场 的 电场 能 重 密度 为 了 D ТЕ, ЖЛЕ w, 表示 ， 则 有 


эг т? -E (2-85) 
若 介 质 为 线性 、 各 向 同性 的 , Др = Е, R (2-85) 还 可 写 为 
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eE (2-86) 


利用 上 述 各 方程 式 即 可 计算 空间 电场 能 量 的 总 和 及 其 分 布 。 有 时 也 可 利用 电场 能 量 由 式 
(2-81) 计算 导体 间 的 等 效 电容 。 

例 2-31 ' 一 半径 为 a 的 球形 介质 е 位 于 真空 中 ， 球 内 均匀 分 布 着 体 电荷 密度 为 po 的 电 
荷 ， 求 空间 的 电场 能 量 。 

解 由 高 斯 定理 可 求 得 球 内 、 外 的 电场 强度 为 


w, = 


r 
E, = r<a 
3e 


3 
Poa 

E, = 7е,, г>а 
Beor 


故 由 式 (2-84) 可 得 


DA рар ааа L Tao 
W, = zh, сву, + zh 208240, = 21 (2) 4mrzdr + al Pi al атах 


2mpija 2трда? 2mpia у 1 
= + = 
45e 92, 9 ( ) 


Se & 
2.5.3 静电 场 分 析 应 用 之 三 : 电场 力 


任何 带电 体 在 电场 中 都 会 受到 力 的 作用 ， 这 是 电场 的 特性 ， 也 是 判断 电场 是 否 存在 的 依 
据 。 

一 个 点 电荷 在 男 一 个 点 电荷 产生 的 电场 中 所 受 电场 力 的 计算 公式 就 是 大 家 非常 熟悉 的 库 
仑 力 实验 定律 ， 也 是 前 面 定义 电场 强度 的 依据 。 因 此 ， 只 要 知道 点 电荷 9 所 在 位 置 的 电场 强 
度 EE 就 可 相应 地 求 得 该 电荷 受到 的 电场 力 为 

F = qE (2-87) 

如 前 面 例 2-23 就 是 利用 镜像 法 先 求 出 点 电荷 所 在 处 的 电场 强度 ， 再 由 式 (2-87) 计算 
而 得 到 的 电场 力 。 原 则 上 可 由 电场 与 电荷 密度 之 间 的 对 应 关系 仿照 式 〈2-87) 进行 相应 的 积 
分 就 可 以 求 得 任意 分 布 电荷 的 带电 体 在 静电 场 中 所 受 的 力 ， 但 是 在 实际 应 用 中 ， 由 于 这 种 积 
分 运算 难以 进行 而 受到 了 的 限制 。 因 此 在 工程 实际 应 用 中 常 利用 一 种 称 为 虚 位 移 法 的 方法 得 
到 导体 、 介 质 等 在 电场 中 的 受 力 。 

虚 位 移 法 是 基于 能 量 守恒 原理 建立 起 来 的 。 设 静电 独立 系统 中 某 导 体 在 电场 中 由 于 受到 
电场 力 严 的 作用 沿 空间 某 坐标 方向 发 生 一 定 的 位 移 ， 若 用 符号 g 表示 该 坐标 ， 位 移 则 表示 
为 dg。 由 于 电场 是 静止 的 ， 因 此 这 种 位 移 实际 上 不 可 能 出 现 ， 即 是 假想 的 ， 因 此 称 之 为 虚 
位 移 。 而 导体 由 于 此 位 移 做 功 为 Fdg。 对 于 整个 系统 而 言 ， 该 导体 位 置 的 移动 引起 了 系统 所 
有 其 他 导体 相对 于 该 导体 之 间 位 置 的 改变 ， 从 而 使 得 各 导体 之 间 的 部 分 电容 发 生变 化 。 而 部 
分 电容 的 变化 意味 着 整个 系统 存储 的 静电 能 量 的 改变 ， 表 示 为 d,W.， 其 中 下 标 а 用 于 强调 
电场 能 量 的 改变 是 由 坐标 5 方向 的 虚 位 移 引起 的 。 

按照 能 量 守恒 原理 ， 这 两 部 分 能 量 应 该 由 系统 中 的 电源 提供 ， 用 ару 表示 ， 即 有 

d,W = 4,0, + Fdg (2-88) 
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一 般 情况 下 ， 系 统 中 各 导体 可 能 与 外 加 电源 相连 ， 此 时 导体 的 电位 由 于 电源 维持 不 变 
称 之 为 常 电位 系统 ; 有 时 外 加 电源 也 可 能 在 给 导体 充电 后 断 开 ， 这 样 导体 上 的 电荷 将 保持 不 
变 ， 相 应 地 称 之 为 常 电荷 系统 ， 以 下 针对 这 两 种 情况 分 别 讨论 。 
1. 常 电位 系统 
在 常 电位 系统 下 每 个 导体 的 电位 p 为 常数 ， 由 于 虚 位 移 引起 了 各 导体 之 间 部 分 电容 的 
变化 使 得 各 导体 的 带电 量 发 生 改变 ， 用 dqt 表示 ， 这 些 电荷 一 定 由 电源 提供 ， 因 此 电源 所 
供 的 能 量 为 
dW = У фб, 
同时 导体 带电 量 的 改变 也 引起 系统 静电 能 量 d, W, 的 改变 ， 由 式 (2.82) 可 知 
deW. = D Фи, 
трд, ШШЕН — KHF RANGEN, 5—2 ЗАЕВ ВУЧО 
功 ,因而 有 
Fdg = dW -dW. = У ба -7 X еба = У өф = ФУ, 
由 此 可 知 相应 的 电场 力 为 
x 


de Ф, = const Ф, = const 
即 ， 电 场 力 等 于 常 电位 系统 下 静电 能 量 沿 虚 位 移 方向 的 微分 或 变化 率 。 
2 常 电荷 系统 
在 常 电荷 系统 下 外 加 电源 不 存在 ， 因 此 d,W =0， 而 每 个 导体 的 电荷 9 为 常数 ， 由 于 虚 
位 移 引起 了 各 导体 之 间 部 分 电容 的 变化 使 得 各 导体 的 电位 发 生 改变 ， 从 而 引起 系统 静电 能 量 
发 生 改变 ， 故 有 


aW, | 
F 


(2-89) 


= d,W, + Fdg 
因此 电场 力 为 


dW, 
dg 
Җ (2-90) 表明 ， 电 场 力 等 于 常 电荷 系统 下 静电 能 量 沿 虚 位 移 方向 微分 的 负 值 或 者 负 的 
变化 率 。 式 中 的 负 号 说 明 在 没有 外 加 电源 提供 能 量 的 情况 下 导体 的 虑 位 移 只 能 靠 系统 自身 能 
量 的 减少 来 维持 ， 因 此 式 (2-90) 与 式 (2-89) 实质 上 是 等 价 的 。 
显然 ， 介 质 的 虚 位 移 同样 会 引起 系统 部 分 电容 的 改变 以 及 上 述 相应 能 量 的 变化 ， 因 此 上 
述 公式 可 同样 应 用 于 求解 介质 分 界面 的 受 力 。 
此 外 ， 虚 位 移 法 还 可 扩展 用 于 表面 张力 、 压 强 、 转 矩 等 称 为 广义 力 的 计算 ， 相 应 的 虚 位 
移 坐 标量 分 别 为 面积 、 体 积 、 角 度 等 称 之 为 广义 坐标 量 ， 广 义 力 与 广义 坐标 与 功 的 关系 为 
广义 力 x 广义 坐标 = 功 (2-91) 
例 2-32 求 真空 中 半径 为 R 的 孤立 带电 球体 的 电场 力 。 


aW, 
=. qı = const = 一 og qı = сопзі 


(2-90) 


@ 工程 电磁 场 与 电磁 波 基础 


解 首先 分 析 一 下 导体 球 受 电场 力作 用 下 可 能 的 位 移 方向 。 

由 于 导体 球 处 于 无 限 大 空间 ， 其 自身 电荷 产生 的 电场 是 球 对 称 分 布 的 ， 因 此 导体 球 受 
力 一 定 是 均匀 的 ， 而 不 可 能 沿 某 一 方向 移动 ， 所 以 该 电场 力 一 定 沿 半径 方向 ， 如 果 将 导体 
球 视 为 一 个 气球 的 话 ， 该 力 将 使 其 没 半径 方向 或 者 膨胀 或 者 被 压缩 ， 因 此 其 虚 位 移 就 是 半 
径 R。 

有 了 上 述 分 析 就 可 以 根据 电场 能 量 计算 电场 力 了 。 假 设 导体 表面 电荷 9 为 常数 ， 则 导体 
球 相对 于 无 穷 远 的 电位 p 为 


4meuR 
这 样 空间 电场 能 量 则 为 
ls S 7 
Мыр = graR 
可 见 电场 能 量 是 导体 球 半 径 尺 的 函数 ， 因 此 ， 由 式 (2-90) 即 可 得 到 电场 力 为 
aw, Ф 


ӘК ' ascona = 8те, 
如 果 假设 导体 电位 p 为 常数 ， 则 导体 电荷 为 
q = 4meoRp 
空间 电场 能 量 则 为 


由 式 (2-89) 可 得 到 电场 力 为 

ПА Б 2 q È 
FR |,” ?room = Paean) = BR 
可 见 ， 两 种 方法 得 到 的 结果 是 一 样 的 。 

#12-33 Ж] 2-11 中 平行 板 电容 器 两 种 介质 分 界面 之 间 的 电场 力 。 
解 (1) 介质 分 界面 与 极 板 平 行 

前 面 已 经 求 得 介质 中 电场 强度 分 别 为 


p 2V КИКА 
”ed +20? ed, + sd 
设 极 板 面积 为 S， 则 空间 电场 能 量 为 
ЖЕ Р 1 _ ТАТЫ 
Р, = 28181018 + 782145 Sd 


显然 ， 在 忽略 边缘 效应 的 情况 下 ， 介 质 分 界面 受 力 引起 的 虚 位 移 应 该 是 分 界面 的 左右 移 
动 ， 即 参数 d, 或 а, 的 改变 。 现 取 4, 为 虚 位 移 变量 ， 设 平行 板 间距 为 4， 则 d, =d-d,, К 
人 上 式 做 代 换 ， 有 
Wd,) = RAN 
COO 202, - е1), +2ed 
HA (2-89) ， 将 上 式 对 虚 位 移 d 求 微分 ， 并 将 = 4, +d, 代 回 ， 即 可 得 到 电场 力 为 
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ПА (а-в) 55. (а – е) 1:135 
Bdi mozem 2[(e -ed + е0] 2(ezd + елд)? 
因此 ， 介 质 分 界面 单位 面积 的 电场 力 为 


СЫЗА 
202240, + cid) 


Е = 


(2) 介质 分 界面 与 极 板 垂直 
例 2-11 中 已 经 求 得 介质 中 电场 强度 为 


Е,=Е,=——© 


ES, + 2,5, 
设 两 种 介质 的 高 度 分 别 为 h,、h,， 介 质 分 界面 面积 为  ， 如 图 2-35 所 示 。 则 空间 电场 
能 量 为 
0°5,(в\һ, + ea 加) 
20218, + eS)? 


1 1 
W, = р 'йһ% + 2 02E2haSo = 


类 似 的 ， 设 电容 器 高 度 为 h， 则 有 hh =h А, й 

05,1 (2, - ez) 如 + ezh] 
20215, + 6:52)? 

HR (2-90) ， 将 上 式 对 虚 位 移 请 求 微分 ， 可 得 到 电场 力 为 
ПА (2. - е)50* 
7 Bh, losen 20615, + 8:52)? 
介质 分 界面 单位 面积 的 电场 力 则 为 
(21 -в;)@ 


f= eS, + oss) 

上 面 两 种 位 置 的 介质 分 界面 受 力 有 一 个 g-u 
共同 点 就 是 都 与 介 电 常数 之 差 a， -в, ЖЖ, 
因此 两 种 介质 参数 不 同 ， 受 力 的 大 小 及 方向 
也 就 不 同 。 

由 于 力 是 矢量 ， 因 此 这 里 的 正 负 号 应 该 
代表 力 的 方向 。 可 以 证 明 : 电场 力 等 于 电场 
能 量 沿 虚 位 移 方向 的 微分 ， 大 于 零 说 明 力 的 
方向 沿 着 位 移 增加 的 方向 、 小 于 零 则 说 明 力 图 2.35 “填充 不 同 介质 的 平行 板 电容 器 
的 方向 沿 着 位 移 减 小 的 方向 。 

对 于 此 例 而 言 ， 当 е, > e 时 电场 力 大 于 零 ， 对 应 于 图 2-35a， 可 知 电场 力 方向 由 左 向 
右 ， 对 应 于 图 2-35b， 力 的 方向 向 下 ; 当 e <e: 时 电场 力 小 于 零 ， 力 的 方向 相反 。 无 论 介质 
如 何 放置 ， 电 场 力 的 方向 总 是 由 介 电 常数 大 的 一 面 指向 介 电 常数 小 的 一 面 ， 或 者 说 介 电 常 数 
大 的 介质 总 是 试图 将 介 电 常数 小 的 介质 推 离 自己 ， 从 而 扩大 自己 的 空间 ， 即 以 大 其 小 。 


习 题 2 
2-1 导体 曲面 *y =2 的 电势 为 200V, х = 0(у > 0) 以 及 y = 0(x > 0) 的 两 导体 平面 的 电势 为 零 , ЖР 


W.(h,) = 
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点 (х=1.5т, y=0.5m) 的 电场 强度 。 
22 一 半径 为 a 的 均匀 带电 圆 环 ， 电 荷 总 量 为 9， 求 : 圆 环 轴线 上 离 环 中 心 点 为 = 处 的 电场 强度 E。 


23 已 知 真空 中 静电 场 的 电位 p(x) = + 5. ， 求 电场 强度 的 分 布 及 电荷 体 密度 po 


2-4 ”半径 为 a 的 圆 面 上 均匀 带电 ， 电 荷 面 密度 为 ="， 试 求 : (1) 轴线 上 离 圆心 为 = 处 的 电场 强度 ， 
(2) 在 保持 o 不 变 的 情况 下 ， 当 а—0 和 om 时 结果 如 何 ? (3) 在 保持 总 电荷 不 变 的 情况 下 ， 当 a0 和 
ао 时 结果 如 何 ? 

2-5 已 知 某 空间 电场 强度 EE = (yz -2x)e, + xzey + xye, , F: (1) 该 电场 可 能 是 静态 电场 吗 ? (2) 如 
果 是 静电 场 ， 求 与 之 对 应 的 电位 的 分 布 。 


2-6 真空 中 ,电荷 按 体 密度 p = (1 -5) 分 布 在 半径 为 a 的 球形 区 域内 ， 其 中 po 为 常数 。 试 计算 


球 内 、 外 的 电场 强度 和 电位 函数 。 
2л 在 半径 为 a 的 无 限 长 带电 长 直 图 柱 中 分 布 有 电荷 p=poe-”， 其 中 po。、a 均 为 常数 。 求 圆柱 内 、 外 
的 电场 强度 。 


P 
2а 已 知 电场 强度 = Že, (0 <r < a, Es УН), Жанеиро), ЛОО eo 
29 已 知 在 半径 为 a 的 球体 区 域内 外 ， 电 场 强度 矢量 表 这 式 为 


其 中 4、B 均 为 常数 。 求 此 区 域 的 电荷 分 布 。 
2-10 真空 中 有 一 个 半径 a = lem 的 球体 ， 已 知 电场 
2? +10* 
E(r) = | в? 
0 


А r>a 


Vim 0 <г<а 


求 系统 中 电荷 的 分 布 。 
2-11 计算 均匀 面 电荷 密度 为 e 的 无 限 大 平面 的 电场 。 
212 在 无 限 大 真空 中 ,已 知 电 位 p= e””( 设 + 为 球 坐 标 系 的 半径 坐标 ) ， 求 对 应 的 电场 强度 及 


4 
4meor 
电荷 分 布 。 
2-13 ”一 个 半径 为 a 的 导体 球 ， 要 使 得 它 在 空气 中 带电 且 不 放电 ， 试 求 它 所 能 带 的 最 大 电荷 量 及 表面 
电位 各 是 多 少 ? 已 知 空气 的 击 穿 电场 强度 为 3 x10"V/m。 


214 ”空气 中 有 一 内 外 半径 分 别 为 a。 和 的 带电 介质 球 壳 ， 介 质 的 介 电 常数 为 =， 介质 内 有 电荷 密度 为 
P = юан, 其 中 系数 4 为 常数 。 求 总 电荷 及 空间 电场 强度 、 电 位 的 分 布 。 若 5-*a， 结 果 如 何 ? 


215 ”在 半径 分 别 为 e 和 “的 两 个 同心 导体 球 壳 间 有 均匀 的 电荷 分 布 ， 其 体 电荷 密度 p=PmoC/m'。 已 知 
外 球 壳 接 地 ， 内 球 壳 的 电位 为 Uo, WME 2-36 所 示 。 求 两 导体 球 壳 间 的 电场 和 电位 分 布 。 

216 ”电荷 均匀 分 布 于 两 圆柱 面 间 的 区 域 中 ， 体 密度 为 p=poC/m?, 两 圆柱 面 半 径 分 别 为 a 和 上， 轴线 
HEX c (c < b - ae) ， 如 图 2-37 所 示 。 求 空间 各 部 分 的 电场 。 

2-17 图 柱 形 电 容器 外 导体 内 半径 为 ， 内 导体 半径 为 a。 当 外 加 电压 0 固定 时 ， 在 5 一 定 的 条 件 下 ， 
求 使 电容 器 中 的 最 大 电场 强度 取 极 小 值 Es 的 内 导体 半径 a 的 值 和 这 个 Es 的 值 。 


mames 9) 


2-18 ”一 个 半径 为 尺 的 介质 球 ， 介 电 常 数 为 =， 介质 球 内 的 极 化 强度 为 P= Ка, 其 中 K 为 常数 。 试 


计算 : (1) 束缚 体 电荷 密度 和 面 电荷 密 度 ; (2) 自由 电荷 密度 ; (3) 球 内 、 外 的 电场 和 电位 分 布 。 

2-19 设 平行 板 电容 器 的 极 板 与 x 轴 垂 直 ， 平 行 板 内 介质 的 介 电 常 数 为 e = КОТ +x) ， 其 中 K 为 常数 。 
车 *=0 处 的 极 板 接地 ，x =d 处 的 极 板 电位 为 U。 试 求 介质 中 电场 的 分 布 及 电容 器 的 电容 。( 提示 : 平行 板 
内 的 介质 不 均匀 分 布 ) 

220 无 限 长 同 轴 电 缆 内 、 外 导体 的 半径 分 别 为 r,， 和 r,， 单 位 长 度 的 带电 量 分 别 为 +7。 和 - ro。 两 导 


体 间 填充 介质 ， ЖМ е, ЮЕ К 为 常数 。 试 求 介 质 中 的 电场 强度 、 极 化 电荷 的 分 布 。( 提 示 同 题 


2-19) 

221 自由 空间 均匀 电场 5。 中 有 一 厚度 为 d 的 无 限 大 均匀 介质 板 ,介质 板 的 相对 介 电 常数 为 £, =4, 
介质 板 的 法 线 方向 与 外 电场 方向 夹 角 为 8 Ж: (1) 使 介质 板 内 电场 方向 与 板 的 法 线 方向 夹 角 为 45° 时 的 
ө, 值 ; (2) 介质 板 表面 的 极 化 面 电荷 密度 。 

2-22 ”两 种 电介质 的 相对 介 电 常数 分 别 为 es =2 和 sa =3， 其 分 界面 为 z=0 平面 。 如 果 已 知 介质 1 中 
的 电场 为 E，= 2уе, - 3xe, + (5 +z)e, ， 那 么 对 于 介质 2 中 的 E, 和 D,， 你 能 得 到 什么 结果 ? 

223 ” 试 证 明 ， 当 两 种 介质 分 界面 上 存在 面 分 布 的 自由 电荷 时， 折射 定律 与 进入 介质 分 界面 的 电场 
强度 E, 的 大 小 有 关 , H 


tana, 2 e ) 


апаз er\ 7 8E, cosa, 
2-24 ”两 块 无 限 大 接地 导体 平面 分 别 置 于 x*=0 和 x=a 处 ， 其间 在 x = xo(0 < җ < а) 处 有 一 面 密度 为 
oo (С/т?) 的 均匀 电荷 分 布 。 求 两 导体 板 之 间 的 电场 和 电位 。 


225 ” 设 长 直 同 轴 圆 柱 结构 的 内 、 外 导体 之 间 分 布 着 体 电荷 ， 密 度 为 P = 4 (a<r<b) ,其 中 a 和 b 


分 别 为 内 、 外 导体 的 半径 ，4 为 常数 。 设 内 导体 维持 在 电位 U。， 外 导体 接地 ， 用 求解 泊 松 方程 的 方法 求 区 
Ba <r <b 内 的 电位 分 布 。 

226 在 一 个 半径 为 a 的 圆柱 面 上 ， 给 定 其 电位 分 布 $ = | 0<е<т ， 求 圆柱 内 、 外 的 电 

0, -т<ф<0 

位 分 布 。 

2.27 球形 电容 器 的 内 导体 半径 为 a， 外 导体 内 半径 为 5， 其 间 填 充 介 电 常 数 分 别 为 5 和 e: 的 两 种 均 
勾 介质 ， 如 图 2-38 所 示 。 设 内 球 带电 荷 为 9， 外 球 充 接 地 ， 求 ; (1) 两 球 充 间 的 电场 和 电位 分 布 ; (2) Ж 
化 电荷 分 布 ; (3) 导体 表面 上 的 自由 电荷 面 密度 。 

228 已 知 某 平行 平面 场 p91,.。=p 1.-。=9 1,-o。=0，0 1,-s = oo， 写 出 该 边 值 问题 的 方程 及 定 解 条 件 。 

2.29 求 图 2.39 所 示 矩 形 场 域内 的 电位 分 布 ， 其 中 : 

(1) е, (0) =0V, Ф, (y) =100V; 


(OE 


(2) i 0, p,(7) =U 
әп 
230 HKA a 的 正方 形 金属 槽 ， 如 图 2-40 所 示 , 已 知 


ps9,0) = vosin( ые о<х<а,0<у<а 


Ф, (5,42) = Uosin( 2) (20), 0<x<a0<z<a 


©] 2.38 ) 7 “2.39 2.29 图 2-40 题 2.30 图 


式 中 ，U, 为 常数 ， 其 他 4 个 面 电位 都 为 零 。 求 金属 槽 内 的 电位 分 布 。( 提 示 : 利用 到 加 定理 对 系统 拆 分 求 
解 ) 

231 一 个 点 电荷 9 与 无 限 大 导体 平面 距离 为 4， 如 果 把 它 移 到 无 穷 远 处 ， 需 要 做 多 少 功 ? 

232 ”如 图 2-41 所 示 ， 两 个 电荷 分 别 位 于 两 种 介质 中 ， 两 种 介质 的 分 界面 为 无 限 大 平面 ， 介 电 常 数 分 
别 为 el =eo Же, =2eo， 点 电荷 Ф, 与 9 相对 于 界面 为 镜像 位 置 ， 相 距 为 24。 求 : (1) 点 电荷 gq 与 边界 距 
离 一 半 处 的 电位 ; (2) g 所 受 的 力 。 

233 一 个 半径 为 RR 的 金属 半球 置 于 真空 中 一 无 限 大 接地 导电 平板 上 ， 球 心 正 上 方 有 一 点 电荷 9， 如 图 


2-42 所 示 ， 求 镜像 电荷 的 大 小 、 数 量 及 位 置 ; 点 电荷 受 力 。 
于 


图 2-41 题 232 图 图 2-42 012-33 图 


234 一 电荷 量 为 4、 质 量 为 m 的 小 带电 体 ， 放 置 在 无 限 大 导体 平面 下 方 ， 与 平面 距离 为 h。 求 4 МИЙ 
以 使 带电 体 上 受到 的 静电 力 恰 与 重力 相 平衡 。( 设 几 =2x10->kg, h=0.02m) 

2.35 两 个 点 电荷 0 和 -0 分 别 位 于 半径 为 的 导体 球 直 径 的 延长 线 两 侧 且 距 离 球 心 均 为 D，D > a。 

А 
试 还 明 ， 锐 像 电荷 攀 成 一 个 位 于 球 心 的 电 偶 极 子 ， 偶 极 生 为 2 。 

236 “在 一个 半径 为 。 的 接地 图 柱 导体 管内 ， 与 管 铀 平行、 分 别 位 于 导体 机 截面 直径 的 延长 线 两 侧 放 
置 两 根 导线 。 当 两 根 导线 带 等 量 异 号 的 电荷 时 ， 要 使 导线 间 受 力 为 零 ， 其 间距 应 为 多 大 ? 

237 设 架空 双 线 传输 线 的 导线 半径 为 1em， 线 间距 离 4= 2m， 线 间 电压 = 110kV， 空 气 击 穿 电场 强 
度 为 3 x 10*Y/m， 导 线 间 的 邻近 效应 和 地 面 影响 忽略 不 计 ， 计 算 导 线 表面 最 大 电场 强度 ， 判 断 空气 能 否 击 
g 

238 半径 为 的 空心 球 金属 薄 过 内 ， 有 一 点 电荷 9， 离 球 心 距离 为 b，b <R。 设 球 这 为 中 性 ， 即 这 内 
外 表面 总 电荷 为 零 。 求 这 内 外 的 电场。 

2390 半径 为 的 长 导线 架 在 空中 ， 导 线 和 培 和 地 面 都 相互 平行 ， 且 距 墙 和 地 面 分 别 为 4 Md, W 
和 地 面 都 视 为 理想 导体 ， 且 d,>a，d,>a。 试 求 此 导线 对 地 的 单位 长 度 的 电容 。 


sapea 5) 


2-40 ” 设 有 两 根 平行 无 限 长 的 圆柱 导线 ， 半 径 为 中 ， 相 距 为 d(d4> m) ， 导 线 间 加 电压 U， 求 此 导线 单 
位 长 度 所 受 的 电场 力 。 

2-41 半径 为 a、 介 电 常 数 为 = 的 介质 球体 ， 设 球体 内 均匀 分 布 着 电荷 ， 总 电荷 量 为 9， 求 : (1) 空间 
各 点 的 电场 强度 Е; (2) 极 化 电荷 的 分 布 ; (3) 静电 能 量 。 

2-42 ”有 一 同 轴 圆 柱 导 体 ， 其 内 导体 半径 为 =， 外 导体 内 表面 的 半径 为 5， 其 间 填 充 介 电 常 数 为 = 的 介 
质 ， 现 将 同 轴 导 体 充 电 ， 使 每 米 长 带电 荷 rr。 试 证 明 储存 在 每 米 长 同 轴 导 体 间 的 静电 能 量 为 


4те а 
2-43 ”已 知 两 半径 分 别 为 和 4(b > а) 的 同 轴 圆 柱 构成 的 电容 器 ， 其 电位 差 为 U。 试 证 : 将 半径 分 别 
жать 且 介 电 常数 为 的 介质 管 拉 进 电容 器 时 (忽略 摩擦 ) ， 拉 力 为 


2mioi(e - в 
2-44 斌 证 明 例 2.31 ФАЯ Р = EEE, 42 


9eeo а 
2.45 有 两 个 质量 均 为 m 的 完全 相同 金属 小 球 A 和 B， 用 一 个 原 长 为 4 的 轻 弹 
竹 连 接 ， 小 球 和 弹 答 之 间 是 绝缘 的 。 用 丝线 把 小 球 和 弹 竹 吊 起 来 ， 如 图 2-43 所 示 ， 
此 时 弹 筑 的 长 度 为 上。 使 两 个 小 球 带 上 等 量 同 种 电荷 后 ， 弹 筑 的 长 度 变 为 4 ， 问 丙 в 
个 小 球 所 带电 量 为 多 少 。 (提示 : ЗАВО К, MAH Кт, MIB waas 是 2.45 网 
轻 ， 自 身 质量 忽略 不 计 ) 


яз 
恒定 电场 


上 一 章 讨论 的 是 由 静止 电荷 产生 的 电场 一 静电 场 ， 在 静电 场 中 ， 导 体内 部 电场 强度 为 
零 ， 导 体 处 于 静电 平衡 状态 ， 内 部 没有 运动 的 电荷 。 在 外 电场 的 作用 下 ， 自 由 电荷 定向 运动 
形成 电流 ， 当 导体 构成 的 闭合 回路 中 有 直流 电源 时 ， 回 路 中 便 会 出 现 恒定 的 电流 steady 
current) ， 恒 定 电流 即 不 随时 间 变 化 的 电流 ， 也 称 为 直流 电流 (direct current) 。 维 持 恒定 电 
流 的 电场 是 恒定 电场 。 本 章 主 要 讨论 导电 媒质 中 的 恒定 电流 和 恒定 电场 。 


31 导电 媒质 中 的 电流 


电荷 的 定向 运动 形成 电流 ， 在 导电 媒质 ( 如 导体 、 电 解 液 、 半 导体 、 大 地 ) 中 的 电流 ， 
是 由 于 电荷 (电子 ) 的 流动 引起 的 ， 称 为 传导 电流 (conduction current)。 在 自由 空间 中 电 
荷 的 运动 形成 运 流 电流 (convection current) ,例如 真空 管 中 电 子 从 阴极 向 阳极 的 运动 形成 
的 电流 、 粒 子 加 速 器 中 带电 粒子 的 运动 形成 的 电流 、 荧 光 灯 和 党 虹 灯 中 气体 电离 形成 的 电流 
等 。 本 章 的 讨论 主要 针对 导电 媒质 中 的 传导 电流 。 


3.1.1 电流 与 电流 密度 
单位 时 间 内 通过 某 一 横 截面 积 的 电荷 量 称 为 电流 ， 记 作 1， 定 义 为 
I= lim = = = (3-1) 


AP, dg 是 在 时 间 间 隔 d 内 穿 过 面积 5 的 电荷 量 。 电 流 流动 的 方向 规定 为 正 电荷 运动 的 方 
向 ， 电 流 的 量 值 等 于 单位 时 间 内 通过 某 一 截面 5 的 电荷 总 量 。 在 SI 制 中 ， 电 流 的 单位 是 安 
[ 培 ] (А), 1A=1C/s。 

从 场 的 观点 来 看 ， 电 流 是 一 个 通 量 概念 的 量 ， 它 没有 说 明 电 荷 在 导体 截面 上 每 一 点 流动 
的 情况 ， 为 了 描述 导体 中 每 点 处 电荷 的 流动 情况 引入 电流 密度 ( electric current density) 这 
一 物理 量 。 在 电磁 理论 研究 中 ， 根 据 电流 的 分 布 可 以 定义 体 电流 、 面 电流 和 线 电流 模型 。 

1. 体 电流 

电流 在 导电 媒质 或 空间 的 一 个 体积 范围 内 流动 ， 称 为 体积 电流 或 体 电流 。 在 体积 中 的 不 
同位 置 处 ， 运 动 电荷 可 以 具有 不 同 的 运动 速度 ， 因 此 电流 的 分 布 情况 需要 用 一 个 体 电流 密度 
矢量 来 描述 ， 体 电流 密度 矢量 的 大 小 定义 为 在 观察 点 处 垂直 于 单位 面积 上 所 通过 的 电流 ， 方 
向 规定 为 该 点 正 电荷 运动 的 方向 。 在 体 电流 中 某 一 点 处 取 一 面积 元 45 垂直 于 电荷 的 运动 方 


第 3 章 恒定 电场 ”33) 


向 eu， 设 通过 45 的 电流 为 1， 则 根据 体 电流 密度 矢量 的 定义 有 
dl 
J= 35° (3-2) 

Җир, е, 为 面积 元 单位 法 向 矢量 。 体 电流 密度 的 单位 为 安 每 平方 米 (Am) 。 体 电流 密度 是 
空间 坐标 的 矢量 函数 ， 在 直角 坐标 系 下 可 表示 为 了 = J(x,y,z) 。 它 表示 了 电流 在 空间 的 分 
布 ， 即 电流 分 布 在 空间 区 域 中 形成 矢量 场 ， 称 为 电流 场 。 

从 前 面 的 讨论 中 可 以 看 出 ， 电 流 是 一 个 通 量 性 质 的 量 ， 而 电流 密度 却 是 一 个 矢量 点 函 
数 ， 这 就 是 在 描述 电场 时 电流 密度 比 电流 更 有 用 的 原因 。 

类 似 电 力 线 ， 也 可 以 用 电流 线 直观 地 描绘 电流 场 的 电流 密度 的 分 布 。 根 据 矢量 力 线 的 定 
义 ， 电 流 线 上 每 一 点 的 切线 方向 与 该 点 处 了 矢量 的 方向 一 致 ， 电 流 线 的 密度 正比 于 该 点 处 体 
电流 密度 的 量 值 。 

流出 曲面 5 的 电流 为 


I = Ја = [Jeos0ds = {Jas (3-3) 
它 是 体 电流 密度 在 曲面 S 上 的 通 量 ， 其 中 dS 为 任意 方向 的 面积 元 ，6 为 了 与 dS 的 夹 
角 ， 如 图 3-1 所 示 。 
下 面 讨论 体 电流 密度 与 运动 电荷 体 密度 之 间 的 关系 。 
假设 运动 正 电荷 体 密度 为 p。， 其 平均 运动 速度 为 v»， 如 图 3-2 所 示 ， 取 垂直 于 电荷 运动 
方向 的 元 面积 4S， 则 在 单位 时 间 dt 内 穿 出 dS 的 运动 正 电荷 量 为 


图 3-1 流出 岂 面 5 的 电流 їз? жаша йн ИЖЕ Ж 
dq = pdy = pdSdh = pvdSdt 
体 电流 密度 量 值 为 
1=% „%/% 
ds ds 
故 

Ј = pe 

ВЈ 与 "方向 相同 ， 因 此 有 
J =p (3-4) 


2. 面 电流 

当 载 流体 的 厚度 可 以 忽略 时 ， 可 近似 地 认为 电流 沿 一 厚度 为 零 的 曲面 流动 ， 称 为 面 电 
流 。 为 了 描述 面 电流 分 布 ， 引 入 面 电流 密度 矢量 ， 面 电流 密度 矢量 的 大 小 定义 为 观察 点 处 垂 
直 于 电流 方向 的 单位 长 度 上 通过 的 电流 ， 其 方向 为 观察 点 处 正 电 荷 运动 方向 。 面 电流 密度 如 


Сс тишазчтшишы 


图 3-3 所 示 。 在 面 电流 的 某 点 处 取 一 与 该 点 正 电荷 运动 方向 е, 垂直 的 线 元 由 ， 沿 e, 方向 流 
过 di 的 电流 为 df， 如 图 3-3a 所 示 ， 则 有 


K= а (3-5) 
式 中 ,及 为 面 电流 密度 矢量 ， 单 位 为 安 每 米 (A/m) 。 
通过 曲线 1 的 电流 用 面 电 流 密度 表示 为 
1= |K- (e, x dl) (3-6) 


RH, e, 为 曲面 的 单位 法 向 矢量 。 
若 面 密度 为 o 的 面 电 荷 以 平均 速度 运动， 经 过 dt 时间， 电荷 运动 的 距离 为 由 ， 如 图 
3-3b 所 示 ， 则 相应 的 面 电流 密度 为 
к= 9 _ 99 „945 -cdhdl _ аһ 
d did? ай шй dt 
KK 的 方向 为 v 的 方向 ， 即 


(3-7) 


图 3-3 而 电流 密度 


3. 线 电 流 
沿 细 导 线 或 空间 一 线形 区 域 流动 的 电流 ， 可 近似 看 做 沿 一 截面 积 为 零 的 几何 线 流动 ， 称 
为 线 电流 ， 用 电流 1 描述 。 线 密度 为 7 的 线 电 荷 以 速度 v 运 动 ， 电 流 为 


Г = то (3-8) 

则 有 
gund ү 
Места кта (32) 


设 有 元 电荷 dg ， 其 速度 为 ”， 则 "dy 称 为 元 电流 段 ， 对 于 体 分 布 电荷 ，dg =pdV， 其 元 
电流 段 为 
уйд = урду = JdV 
对 于 面 分 布 电荷 dg =odS, RAR (3-7) ， 其 元 电流 段 为 
vdg = vads = Kds 
对 于 线 分 布 电荷 ，dq =7di， 代 入 式 (3-9) ， 其 元 电流 段 为 
vdq = vrdl = vrdl = 1dl 


312 欧姆 定律 的 微分 形式 
下 面 讨论 导电 媒质 中 电流 密度 与 电场 强度 的 关系 。 
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在 一 般 导电 媒质 中 ， 要 使 电荷 作 定向 运动 必须 有 外 力 推动 ， 例 如 金属 导体 中 自由 电子 定 
向 运动 时 ， 不 断 地 与 组 成 晶 格 点 阵 的 金属 离子 碰撞 而 失去 动量 ， 因 此 要 维持 其 定向 运动 ， 即 
维持 电流 流动 ， 导 体 中 必须 存在 一 个 电场 ， 在 电场 力 的 作用 下 ， 电 子 获得 动量 。 可 见 恒定 电 
场 与 静电 场 不 同 ， 导 体 中 电场 强度 EE 不 等 于 零 。 

实验 表明 ， 对 于 大 部 分 导电 媒质 ， 其 中 电流 密度 与 电场 强度 的 关系 可 表示 为 

Ј = УЕ (3-10) 

RF, у 称 为 导电 媒质 的 电导 率 (conductivity) ， 单 位 是 西 【 门 子 ] 每 米 (Sm) ， 其 倒数 
是 导体 的 电阻 率 p = 1/y， 单 位 为 欧 [I] Ж (От). R (3-10) 称 为 欧姆 定律 的 微分 形 
式 (differential form of Ohm's law) 。 它 表明 ， 导 电 媒 质 中 任意 一 点 的 电流 密度 和 电场 强度 成 
正比 ， 比 例 系数 为 导电 媒质 的 电导 率 

在 电路 理论 中 ， 只 要 电阻 值 不 随 电压 和 电流 的 变化 而 变化 ， 欧 姆 定律 就 成 立 ， 类 似 的 ， 
在 恒定 电场 中 ， 导 电 媒 质 的 电导 率 如 果 不 随 电场 的 变化 而 变化 ， 则 欧姆 定律 的 微分 形式 一 定 
成 立 。 满 足 欧姆 定律 的 媒质 称 为 欧姆 媒质 或 线性 媒质 。 线 性 媒质 中 , 了 和 已 的 方向 相同 。 电 
导 率 不 随 电场 方向 而 改变 的 媒质 ， 称 为 各 向 同性 媒质 。 均 匀 导 电 媒 质 中 у 处 处 为 常数 ， 不 随 
空间 坐标 变化 。 许 多 导电 媒质 的 y 或 p 还 随 温度 变化 ， 例 如 金属 导体 电导 率 y 随 温度 升 高 而 
减 小。 另 有 某 些 金属 或 化 合 物 在 温度 降低 至 某 一 温度 以 下 后 ，y 一 w ， 变 为 超导体 ， 这 时 式 
(3-10) 不 再 适用 。 

电导 率 为 无 限 大 的 导体 称 为 理想 导体 ， 由 式 (3-10) 可 知 ， 理 想 导体 中 不 可 能 存在 恒定 电 
场 ， 如 果 有 恒定 电场 ， 将 会 产生 无 限 大 电流 ， 从 而 产生 无 限 大 能 量 ， 这 是 不 可 能 的 ， 任 何 能 基 
都 是 有 限 的 。 电 导 率 为 零 的 媒质 ， 不 具有 导电 性 ， 这 种 媒质 称 为 理想 介质 ， 也 称 为 绝缘 体 。 在 
实际 中 ， 理 想 导体 和 理想 介质 都 是 不 存在 的 ， 但 是 金属 的 电导 率 很 高 ， 有 时 可 以 近似 看 做 理想 
导体 ， 绝 缘 体 的 电导 率 极 低 ， 可 以 近似 看 做 理想 介质 。 表 3-1 给 出 了 一 些 常用 媒质 的 电导 率 。 
从 表 中 可 以 看 出 ， 大 部 分 金属 的 电导 率 大 于 107S/m， 为 良 导体 ， 石 英 等 材料 的 电导 率 在 10 
S/m 以 下 ， 为 绝缘 体 ， 另 外 一 些 材料 的 电导 率 介 于 良 导体 和 绝缘 体 之 间 ， 为 半导体 。 


RII 常用 媒质 的 电导 率 
н ж у/ (5. тт) ни 料 yS: тт) 
银 6.17 x10” LA 1 200 
H 5.80 x107 R GRE 102 
Ф 410xl __ 清水 wo 
т i 3.82 x107 粘土 ТЕЛИ 
=“ T 82 x10” 酒精 33x10 
# 1.67 x107 | 娃 4x10 
@ 1.45 x107 4 10-'° 
1.03 x107 KEZ 10 
“i 0.227 x10” Ф жп 0.2х10-'* 
康 铀 0.226 х107 玻璃 | йу Же 
不 锈 钢 0.11 x10 wh 硬 橡胶 10- -10 
* 0.10х107 云母 10" ~10-" 
ника 0.1 х107 # 10-5 
碳 (石墨) 2.86 х10* 石英 10-7 
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长 度 为 ! 的 细 导 线 ， 截 面积 为 S， 电 流 为 7， 导线 中 电导 率 у 线性 ， 设 导线 沿 z 方向 延 
伸 ， 上 端 相 对 于 下 端的 电位 为 U， 则 导线 内 的 电场 强度 为 


кб, 
1 
由 
1 = уЕ =- Ye, 
通过 导线 截面 的 电流 为 
уп 708 
1= |285 = 7-95 = 27 
5 


及 只 与 导线 的 形状 、 尺 寸 和 其 本 身 的 电导 率 有 关 ， 称 为 细 导 线 的 电阻 ， 则 有 
U = КЇ (3-11) 
这 就 是 人 们 熟知 的 电路 中 的 欧姆 定律 ， 它 描述 了 导体 中 电压 与 电流 的 关系 。 


3.1.3 焦耳 定律 的 微分 形式 


自由 电荷 在 导电 媒质 内 移动 时 ， 不 可 避免 地 会 与 其 他 质点 发 生 碰 撞 。 例 如 ， 人 金属 导 体 中 
自由 电子 在 电场 力作 用 下 定向 运动 时 ,会 不 断 与 原子 唱 格 发 生 碰 接 ， 将 动能 转变 为 原子 的 热 
振动 ， 造 成 能 量 损耗 。 因 此 ， 如 果 要 在 导体 内 维持 恒定 电流 ， 必 须 持续 地 对 电荷 提供 能 量 ， 
这 些 能 量 最 终 转化 为 热能 。 下 面 介绍 导电 媒质 中 功率 密度 的 计算 。 

导电 媒质 的 功率 即 为 单位 时 间 内 电场 力 做 功 


а dt dt 
HF dg = Idt RA ERMA 
dqE · dl = IdtE · dl = Idl -+ Edt = JdV · Edt = yE’dVdt 
Bp 


dP = yEPdy 
Р = Ји (3-12) 
A (3-12) 为 积分 形式 的 焦耳 定律 。 
单位 体积 导电 媒质 的 功率 损耗 为 
Р=% ув ЈЕ (3-13) 


аў 
R (3-13) 即 为 微分 形式 的 焦耳 定律 。P 为 功率 密度 ， 即 单位 体积 的 功率 损耗 ， 其 单位 
为 瓦 每 三 次 方 米 (W/m ) 。 焦 耳 定律 的 微分 形式 表示 导体 内 任 一 点 单位 体积 的 功率 损耗 与 
该 点 的 电流 密度 和 电场 强度 间 的 关系 。 电 路 理论 中 的 焦耳 定律 积分 形式 P=7R 可 由 它 积分 
而 得 。 
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3.1.4 超 导 电 性 


1911 年 ， 荷 兰 莱 顿 大 学 的 卡 茂 林 - 昂 尼 斯 意外 地 发 现 ， 将 录 冷 却 到 4.2K н], ЖН 
突然 消失 。 后 来 他 又 发 现 许多 金属 ( 锯 、 铝 、 钒 等 ) 和 合金 都 具有 与 上 述 末 相 类 似 的 低温 
下 失去 电阻 的 特性 ， 这 种 现象 称 之 为 超 导 态 。 使 物体 出 现 超 导 态 的 温度 称 为 临界 温度 〈 例 
WMH 9. 26K) 。 超 导体 的 直流 电阻 率 在 一 定 的 低温 下 突然 消失 ， 被 称 为 零 电阻 效应 。 导 体 
没有 了 电阻 ， 电 流 流 经 超导体 时 就 不 发 生 热 损耗 ， 电 流 可 以 毫 无 阻力 地 在 导线 中 流动 。 一 旦 
产生 电流 ， 只 要 以 低温 维持 其 超 导 状 态 ， 电 流 就 不 会 减 小 。 又 由 于 电阻 为 零 ， 就 可 以 用 很 细 
的 导线 通 以 极 大 的 电流 而 不 至 于 导线 熔化 。 

超导体 的 理想 导电 性 可 以 使 电力 系统 发 生 革命 性 的 变化 ， 如 超 导 线圈 用 于 发 电机 和 电动 
机 可 以 大 大 提高 工作 效率 ， 降 低 损耗 ， 从 而 导致 电工 领域 的 重大 变革 。 


3.2 ”恒定 电场 的 基本 方程 


3.2.1 电流 连续 性 方程 
在 导电 区 域内 任 取 一 闭合 面 S$， 电 荷 体 密 度 为 »， 离 开 曲 面 的 电流 密度 为 J， 则 经 闭合 
面 $ 流 出 的 总 电流 i(t) = $I "dS ,电流 即 单位 时 间 内 电荷 的 流量 。 由 物理 学 中 电荷 守恒 原 
理 可 知 ， 流 出 闭合 面 5 的 电荷 量 等 于 该 闭合 面 所 包围 的 体积 中 总 电荷 的 减少 量 ， 即 有 
{2-9 =-% (3-14) 


R (3-14) 表明 ， 在 一 个 区 域 中 电荷 的 减少 伴随 穿越 该 区 域 表面 电流 的 流动 ， 也 就 是 说 
电荷 不 能 创造 ， 也 不 能 消失 ， 只 能 转移 。 


对 式 (3-14) 左边 应 用 高 斯 散 度 定理 ， 并 代入 4 = Pav 有 


тву =- [ау (3-15) 
Җ (3-15) 对 任 取 的 体积 V 均 成 立 ， 故 必 有 
56:7 (3-16) 


ot 

对 于 恒定 电场 ， 电 荷 分 布 不 随时 间 改 变 ， mæ о, 也 就 是 说 ， 要 在 导电 媒质 中 维持 一 

恒定 电场 ， 由 任 一 闭合 面 流出 的 电流 应 为 零 。 因 此 ， 式 (3-14) 和 式 (3-16) 就 变 成 
{27-45 =0 (3-17) 

和 

V.J=0 (3-18) 
式 (3-17) 即 为 恒定 电场 中 传导 电流 连续 性 方程 的 积分 形式 ， 是 电荷 守恒 原理 的 数学 表 
示 ， 表 明 通 过 任 一 闭合 曲面 的 净 恒 定 电 流 为 零 。 应 该 理解 为 电流 在 闭合 面 上 某 些 部 分 流入 ， 


100 工程 电磁 场 与 电磁 波 基础 


必 在 另外 部 分 流出 ， 代 数 和 等 于 零 、 式 (3-18) 是 电流 连续 性 方程 的 微分 形式 ， 表 明 恒 定 电 
场 中 电流 密度 矢量 的 散 度 处 处 为 零 。 场 中 任 一 点 都 不 能 发 出 或 终止 电流 线 ， 电 流 是 连续 的 
电流 线 是 无 头 无 尾 的 闭合 曲线 。 
ERR (3-17) 中 闭合 面 收缩 成 一 个 点 ,可 得 

Z1=0 (3-19) 
即 电路 理论 中 的 基 尔 霍 夫 电 流 定律 (Kirchhoffs current law) ， 表 示 流 过 一 个 节点 的 电流 
的 代数 和 等 于 零 。 换 言 之 ， 流 出 任 一 节点 的 电流 一 定 等 于 流 人 该 节点 的 电流 ， 电 流 是 连续 
的 。 


3.2.2 电源 电动 势 和 局 外 场 强 


焦耳 定律 说 明 恒定 电流 通过 导电 媒质 ， 将 电能 转化 成 热能 而 损耗 ， 因 此 ， 要 在 一 个 闭合 
的 导体 回路 (超导体 除外 ) 中 维持 持续 的 恒定 电流 ， 必 须 在 导体 回路 中 连接 有 电源 。 电 源 
的 作用 是 将 其 他 形式 的 能 量 ， 如 化 学 能 〈 电 池 ) ， 机 械 能 (直流 发 电机 ) ， 热 能 (热电 硒 ) 
和 光 能 (太阳 能 电池 ) 等 转变 为 电能 ， 以 补偿 导体 中 电荷 作 定向 运动 时 损失 的 能 量 。 电 源 
内 部 存在 对 带电 粒子 有 作用 力 的 非 库仑 力 ， 这 个 力 使 电源 中 正 电荷 不 断 向 正极 板 移动 ， 负 电 
荷 不 断 向 负极 板 移动 。 这 些 电荷 在 电源 中 形成 电场 ， 电 场 的 作用 是 阻止 正 电荷 向 正极 板 移 
动 ， 负 电荷 向 负极 板 移动 ， 直 到 极 板 电荷 的 电场 力 等 于 电源 中 的 非 库仑 力 时 ， 电 源 中 的 电荷 
运动 停止 ， 极 板 上 的 电荷 保持 恒定 状态 。 

恒定 电源 内 部 的 非 库仑 力 〈 例 如 化 学 电池 内 部 的 化 学 力 ) 使 正 电荷 在 电源 内 部 不 断 地 
从 负极 运动 至 正极 ， 以 维持 电源 极 板 上 和 与 电源 相连 的 导体 上 的 电荷 分 布 不 变 ， 从 而 维持 导 
体内 的 恒定 电场 和 电流 。 静 态 场 中 恒定 电源 内 部 这 种 非 库仑 力 称 为 局 外 力 ， 记 作 尺 。 由 于 局 
外 力也 使 电荷 受到 作用 力 ， 将 局 外 力 等 效 为 一 个 局 外 电场 的 作用 。 定 义 单位 正 电荷 所 受 局 外 
力 为 局 外 电场 强度 ， 简 称 局 外 场 强 ， 用 E. 表示， 有 


E. = lim = (3-20) 


由 于 局 外 场 强 使 正 电荷 移 向 正极 板 ， 负 电荷 移 向 负 Е 
极 板 ， 所 以 其 方向 从 电源 负极 指向 正极 ， 与 极 板 电荷 产 гс 
生 的 电场 方向 恰恰 相反 ， 如 图 3-4 所 示 。 电 源 以 外 E. = 
0。 局 外 场 强 是 等 效 电场 强度 ， 不 同 于 实际 的 库仑 电场 E 
强度 E。 
局 外 场 强 沿 某 一 路 径 的 线 积分 称 为 该 路 径 上 的 电动 E-e = lets 
势 。 即 


图 3-4 局 外 场 强 路 经 电源 的 环 过 


S= [Е -dl (3-21) 
图 3-4 中 以 a ЖП Ь 分 别 表示 电源 的 正极 和 负极 ， 则 电源 电动 势 
E= [E-a 


该 式 表 明 电 动 势 为 将 单位 正 电 荷 从 电源 负极 移 至 正极 局 外 电场 所 做 的 功 。 
电源 内 外 都 存在 着 由 电荷 产生 的 库仑 电场 E。 在 电源 内 部 库仑 电场 强度 的 方向 从 正极 
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板 指向 负极 板 ， 局 外 场 强 E, 与 库仑 电场 强度 E 的 方向 相反 。 电 源 以 外 E. =0。 
3.2.3 电场 强度 的 闭合 路 径 线 积分 
现在 计算 总 电场 强度 E' 的 闭合 路 径 线 积分 。 取 积分 路 径 1 穿 过 电源 内 部 〈( 见 图 3-4) 
fE' -dl = fE -dl + $E, 0+6 (3-22) 
故 
{Еа == (3-23) 
即 总 电场 强度 E' 沿 穿 过 电源 内 部 的 闭合 路 径 的 线 积分 等 于 该 路 径 上 的 电源 电动 势 。 
如 果 积 分 路 径 1 不 经 过 电源 内 部 ， 路 径 上 Е-Е, Ж 
фЕ-а =0 (3-24) 
R (3-24) 对 应 的 微分 形式 是 
VxE=0 (3-25) 
这 说 明 如 果 只 研究 电源 以 外 导电 媒质 中 的 电场 ， 则 因 只 存在 库仑 电场 ， 恒 定 电场 是 守恒 
的 ， 即 无 旋 的 ， 恒 定 电场 仍然 是 保守 场 。 
将 式 (3-23) 应 用 到 一 个 由 电源 和 导体 组 成 的 回路 上 ， 便 可 得 到 电路 理论 中 的 基 尔 霍 夫 
电压 定律 (Kirchhoffs voltage law) 
ER = у &, k= 1,2,…n,k 为 与 节点 相连 的 支 路 导 (3-26) 


3.2.4 恒定 电场 的 基本 方程 


现 将 恒定 电场 中 场 矢量 的 基本 方程 归结 如 下 。 电 源 以 外 导电 媒质 中 恒定 电场 的 基本 方程 
即 上 面 所 得 式 (3-17) 和 式 (3-24) 


{4-45=0 
фЕзй=0 


它们 表征 了 电源 外 导电 媒质 中 恒定 电场 的 通 量 与 环 量 性 质 。 
由 高 斯 散 度 定理 和 斯 托 克 斯 定理 得 到 的 式 (3-18) AR (3-25) 
Ў./=0 
VxE=0 
表征 了 电源 外 导电 媒质 中 恒定 电场 的 散 度 与 旋 度 性 质 。 
线性 导电 媒质 中 电流 密度 和 电场 强度 的 关系 为 
Ј = yE (3-27) 
R (3-27) 是 恒定 电场 中 电场 强度 与 电流 密度 两 个 物理 量 之 间 必 须 遵循 的 约束 方程 ， 此 方程 
与 上 面 两 组 方程 合 在 一 起 分 别 构成 了 恒定 电场 积分 形式 和 微分 形式 的 基本 方程 s 
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3.3 ”导电 媒质 分 界面 的 衔接 条 件 


3.3.1 两 种 导电 媒质 分 界面 的 衔接 条 件 


在 两 种 不 同 导电 媒质 分 界面 上 ， 场 量 会 发 生 突变 。 与 静电 场 类 似 ， 为 了 导出 恒定 电场 分 
界面 上 的 衔接 条 件 ， 必 须 基于 导电 媒质 中 恒定 电场 积分 形式 的 基本 方程 。 在 分 界面 上 观察 点 


处 做 一 小 扁 柱 形 闭合 面 S， 如 图 3-5a 所 示 , 令 Aho, hJ .ds = 0， 有 


= 3,48 + Jap AS =0 (3-28) 
即 
Jn = Jan (3-29) 
再 如 图 3-5b 所 示 ， 在 分 界面 观察 点 处 做 一 小 矩形 回路 1， 令 Ab 一 0， 由 { Е-4=0, 4 
-BEAN +E,Al = 0 (3-30) 
即 
En = En (3-31) 


a) 法 向 条 件 b) 切 向 条 件 


图 3-5 不 同 导电 媒质 分 界面 上 的 衔接 条 件 


式 (3-29) 和 式 (3-31) 分 别 表明 分 界面 两 侧 电 流 密度 的 法 向 分 量 是 连续 的 ， 电 场 强度 
的 切 向 分 量 是 连续 的 ， 两 式 的 矢量 形式 写作 
е (J-J) =0 (3-32) 
e, x (E, -E,) =0 (3-33) 
对 于 各 向 同性 线性 均匀 媒质 ， 由 式 (3-27), X (3-29) 和 式 (3-31) 有 
Eicosa, = у,Е,соза, 
Esing, = E,sing, 
将 上 述 两 式 相 除 ， 得 
Тапа; Yı 
pa МӨ (3-34) 
tana> у, 


Җ (3-34) 为 电场 强度 和 电流 密度 在 分 界面 两 侧 需 注 足 的 折射 定律 。 
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3.3.2 恒定 电场 的 边 值 问题 


对 电源 以 外 导电 媒质 中 的 恒定 电场 ， 由 式 УХЕ =0 可 定义 电位 函数 ， 即 
Е =- Уф (3-35) 
HR (3-18), RAR (3-27) MR (3-35) 得 
V-J = V- (yE) = У. у(- Уф) =- Ұ. ур = 0 
即 
v.yvp =0 (3-36) 
式 (3-36) 即 为 恒定 电场 电位 函数 的 拉 普 拉 斯 方程 的 一 般 形 式 。 将 式 (3-36) 展开 为 
V- y Vo = yV- Ур+ Ур. Уу=уўр+ Уф. Vy=0 
对 于 线性 各 向 同性 的 均匀 的 媒质 ， 其 电导 率 у 是 常数 ， 则 Vy =0， 代 入 上 式 得 
уф =0 
即 
Vp=0 (3-37) 
式 (3-37) 即 为 线性 各 向 同性 的 均匀 的 媒质 电位 满足 的 拉 普 拉 斯 方程 。 
由 式 (3-29) 和 式 (3-31) 可 得 电位 p 在 分 界面 上 的 衔接 条 件 为 


Ф = Ф (3-38) 
дё, дф; 
т ря (3-39) 


上 述 衔接 条 件 与 场 域 边界 上 给 定 的 边界 条 件 一 起 构成 了 恒定 电场 的 边 值 条 件 。 很 多 恒定 
电场 的 问题 的 解决 都 归结 为 在 一 定 边 值 条 件 下 求解 位 函数 的 拉 普 拉 斯 方程 的 问题 ， 称 之 为 恒 
定 电场 的 边 值 问题 。 

当场 域 中 有 电流 源 时 ， 式 (3-18) 中 电流 密度 为 电流 源 电流 和 传导 电流 之 和 ， 即 

1 = 3 +УуЕ (3-40) 
式 中 , J 是 全 电流 密度 ; Jy 是 电流 源 电流 密度 ; УЕ 是 传导 电流 密度 。 
将 式 (3-40) RAR (3-18) 得 


V-J = V- (Jp, +yE) = .Ji+Vw.7yBE=0 (3-41) 
由 式 (3-35) 得 
VJe- Уут = 0 (3-42) 
Bp 
У-уф = V Ј, (3-43) 


式 (3-43) 为 含 电 流 源 区 域 恒定 电场 电位 函数 满足 的 泊 松 方程 。 当 求解 的 场 域 中 无 电 
WW, Л. =0， 式 (3-43) 变 为 式 (3-36). 


3.3.3 两 种 特殊 分 界面 的 衔接 条 件 


1. 导体 与 理想 电介质 (绝缘体) 的 分 界面 

设 第 一 种 媒质 为 导体 ， 第 二 种 媒质 为 理想 电介质 ， 由 于 理想 电介质 的 电导 率 为 零 ， 即 y, =0, 
НЛ =УЕ, 可 知 理想 电介质 中 不 存在 电流 ， 即 =0， 故 „=. =0， 即 在 导体 表面 电流 密度 没 
有 法 向 分 量 ， 电 流 是 沿 着 导体 表面 切 向 流动 的 。 因 此 ， 一 根 细 导 线 无 论 如 何 弯曲 ， 其 内 的 电流 都 
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是 随 导 线 的 弯曲 而 弯曲 ， 电 流 沿 导线 流动 。 对 于 电场 强度 ， 有 瓦 , = Л.у =0， 即 导体 一 侧 电场 
强度 也 只 有 切 向 分 量 。 理 想 电介质 一 侧 ，E。 = #0, 由 =eaEx -є,Е„Җ En =0, 得 EE = 
0/s,。 因 导体 表面 存在 自由 面 电 荷 ， 故 已 , 关 0。 因 此 在 理想 电介质 一 侧 ， 电 场 强度 有 切 向 分 量 ， 
也 有 法 向 分 量 。 电 力 线 不 垂直 于 导体 表面 ， 导 体 表面 不 是 等 位 面 。 实 际 上 ， 一般 ЕЕ, Et 
算 理想 电介质 中 恒定 电场 ， 可 近似 认为 电力 线 垂直 于 导体 表面 。 

2. 良 导体 和 不 良 导体 的 分 界面 

若 第 一 种 媒质 是 良 导 体 ， 第 二 种 媒质 是 不 良 导体 ， 即 y, >y, HEWA у, 进入 у 


时 ， # о, = aretan (ZES), 只 要 о, 590°, а, 的 值 必然 很 小 。 例 如 ， 第 一 种 媒质 为 


S, у =5 х10°5/п; 第 二 种 媒质 为 土壤 ，y =10°°5/т, JER y, >y, Ж а, =89°59'50", 
算出 a, =8"。 此 结果 说 明 ， 当 电流 线 从 良 导体 进入 不 良 导 体 时 ， 只 要 入 射 角 a 990°, ER 
良 导体 一 侧 电流 线 垂直 流出 或 流入 电极 表面 ， 电 极 表面 近似 为 等 位 面 。 这 样 给 分 析 问 题 带 来 
很 大 的 便利 。 

计算 两 种 导电 媒质 Су, 50, у 9.0) 分 界面 上 的 自由 电荷 面 密度 可 使 用 公式 


= (2-2) (3-44) 
由 式 (3-44) 可 见 ， 若 媒质 的 电导 率 的 介 电 常数 之 间 满足 关系 
Жу 63 (3-45) 
У ?2 


则 分 界面 上 的 自由 电荷 为 零 ， 否 则 ， 两 种 媒质 分 界面 处 一 般 存 在 自由 电荷 ， 该 自由 电荷 是 在 
建立 伍 定 电流 场 的 过 渡 过 程 中 积累 在 媒质 分 界面 处 的 。 
例 3-1 单 芯 电缆 如 图 3-6 所 示 。 其 中 两 层 绝缘 材料 均 为 非 


理想 电介质 ， 电 导 率 分 别 为 y 和 7y: ， 介 电 常 数 分 别 为 e 和 ea。 A) 

已 知 电缆 内 、 外 导体 之 间 电 压 为 U。 计 算 电 缆 中 恒定 电场 分 布 Q) To 
及 两 种 电介质 分 界面 上 自由 电荷 面 密度 ， 并 求 两 种 电介质 中 最 

大 的 电场 强度 相等 的 条 件 。 


解 通常 电线 长 度 远 大 于 R,、R,、R,， 可 作为 二 维 电场 
问题 计算 。 非 理想 电介质 是 不 良 导 体 ， 电 缆 上 加 有 电压 时 ， 内 из йлн 
外 导体 之 间 有 一 漏电 流 ， 设 单位 长 度 电缆 中 此 漏电 流 为 /。 电 缆 内 、 外 导体 表面 可 分 别 作为 
等 位 面 ， 电 介质 一 侧 电流 线 与 其 表面 垂直 。 由 对 称 性 可 知 电流 线 为 均匀 辐射 状 直线 。 

电介质 中 任 一 点 至 坐标 原点 0 点 距离 记 为 r。 取 一 底面 半径 是 +、 高 为 的 圆柱 面 。 由 
1 = 人 7 ds 可 得 

JDmrl = П 

电流 密度 为 
$ 
р 


两 种 电介质 中 电场 强度 分 别 为 


R, << Е, 
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1. 1 


“озек. рж (3-46) 

i А 

н р К, <г< Е, (3-47) 
2 д 


Е, Е, 的 方向 为 e, 的 方向 。 内 、 сены 


Я 
U= Јева Јува ar + | а 
а в, 2лгу;г 


Түр. R R, 
= zl 一 Im 二 + А 
miy R у, R 


则 内 、 外 导体 间 单位 长 度 漏电 流 为 


两 种 电介质 中 电场 强度 分 别 为 


Е, = Ј/у = R =г< К, 
( a in 有 
=» К, 
Е єй рга, 
уз В, R, 
(а +? 
n R R, 
两 种 电介质 分 界面 处 电流 密度 为 
и 
Jua = Ja = 
[Аһ М, з) 
n R n R 
由 式 (3-44) 可 得 分 界面 上 自由 电荷 面 密度 为 
суе, - 
6 ё VEz — V8) 
с = ( - Ji = 
R, R, 
Ya Yi (эһ + yiln 
由 起 (3-46) 和 式 (3-47) ， 两 种 电介质 中 最 大 电场 强度 分 别 为 
Бы 2-1 
2ту К, 
КЕ. 
"= 2лу,в, 


全 =E, не", 即 为 两 种 电介质 中 最 大 电场 强度 相等 的 条 件 。 
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3.4 ”导电 媒质 中 恒定 电场 与 静电 场 的 比拟 


将 电源 以 外 导电 媒质 中 的 恒定 电场 与 没有 电荷 分 布 的 电介质 中 的 静电 场 进行 比较 ， 可 以 
发 现 两 者 的 方程 具有 相同 的 数学 形式 ， 如 表 3-2 所 示 。 


表 3-2 恒定 电场 与 静电 场 的 比较 
恒定 电场 ( E。= 0 ) 静电 场 (p=0) 


VxE=0, (Е= – Ve) VxE=0, (E=- Уф) 
基本 方程 pe 
V- J=0 V- D=0 


特性 方程 1= ҮЕ 


分 界面 衔接 条 件 a 


非 均 匀 媒 质 
均匀 媒质 


位 函数 方程 


位 函数 分 界面 条 件 


场 与 源 的 关系 


由 以 上 对 比 可 见 ， 恒 定 电场 中 的 量 E、J、y、y 和 1 分别 与 静电 场 中 的 量 E、D、s、% 
和 9 相对 应 ， 并 且 其 对 应 的 方程 形式 上 相同 ， 因 而 在 待 求解 的 场 域 几何 形状 相同 的 情况 下 
恒定 电场 与 静电 场 的 求解 在 数学 上 是 同一 问题 。 只 要 以 恒定 电场 中 的 量 代 换 静 电场 方程 中 相 
应 的 量 便 得 到 恒定 电场 相应 的 方程 。 

在 均匀 媒质 中 ， 两 个 场 的 电位 都 满足 拉 普 拉 斯 方程 ， 如 果 问 题 的 边界 条 件 相 同 ， 则 两 个 
场 具有 相同 形式 的 解 ， 因 而 ， 两 个 场 的 电场 强度 E 也 是 相同 的 。 恒 定 电场 中 的 电流 密度 矢 
量 本 与 静电 场 中 电位 移 矢 量 D 具有 相同 的 分 布 。 如 果 场 中 存在 两 种 以 上 分 区 均匀 的 媒质 
ХЕДЕР yiye = e1:s2:… 时 ， 以 上 结论 仍然 成 立 。 因 此 ， 如 果 已 知 一 个 场 中 问题 的 解 
答 ， 只 需 以 另 一 个 场 中 相应 的 量 代 换 ， 便 可 得 后 者 相应 问题 的 解 。 在 用 实验 的 方法 研究 场 的 
问题 时 ， 因 为 静电 场 的 测量 比较 困难 ， 因 而 常用 模拟 法 求 静电 场 的 分 布 。 模 拟 法 就 是 应 用 一 
种 具有 中 等 电导 率 的 媒质 代替 静电 场所 在 空间 的 介质 或 真空 ， 另 外 一 种 具有 高 电导 率 的 导体 
制 成 电极 使 其 形状 与 形成 更 电场 的 导体 电极 相同 ， 在 模拟 电极 上 加 上 与 原 静电 场 中 电极 上 电 
位 成 比例 的 电位 ， 于 是 在 导电 媒质 中 形成 恒定 电流 场 ， 可 以 利用 导电 媒质 中 的 恒定 电场 研究 
相同 边界 条 件 的 静电 场 的 分 布 。 实 际 的 模拟 装置 有 电阻 纸 、 电 解 槽 、 电 阻 网 络 等 ， 这 种 求解 
问题 和 实验 的 方法 称 为 静电 比拟 

应 用 静电 比拟 的 方法 ， 静 电场 中 某 些 问 题 的 镜像 法 、 电 轴 法 可 推广 至 恒定 电场 。 

比较 表 3-2 所 示 的 方程 可 以 看 出 ， 恒 定 电场 和 静电 场 的 电场 强度 满足 的 方程 形式 相同 
同样 引入 电位 函数 ， 且 电位 在 均匀 媒质 中 都 满足 相同 的 拉 普 拉 斯 方程 ; 但 是 ， 在 非 均匀 媒质 
中 ,恒定 电场 和 静电 场 的 位 函数 方程 不 同 ， 恒 定 电场 和 静电 场 是 不 同性 质 的 场 。 恒 定 电场 和 
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静电 场 都 属于 静态 电场 ， 其 场 量 不 随时 间 变 化 ， 但 是 恒定 电场 与 静电 场 有 本 质 的 区 别 : 

1) 静电 场 是 由 相对 于 观察 者 静止 且 电 量 不 随时 间 变 化 的 静止 电荷 引起 的 场 ; 恒定 电场 
是 在 恒定 电流 情况 下 ， 由 分 布 不 随时 间 变 化 但 作 恒定 流动 的 电荷 所 引起 的 场 。 

2) 静电 场 中 的 导体 内 电场 为 零 ， 导 体 是 等 位 体 ， 导 体 表面 是 等 位 面 ， 在 导体 表面 电场 
垂直 于 导体 表面 ; 而 恒定 电场 中 导体 内 部 电场 不 为 零 ， 导 体 不 是 等 位 体 ， 导 体 表面 也 不 是 等 
位 面 ， 在 导体 表面 电场 不 垂直 于 导体 表面 ， 电 场 强度 在 导体 表面 既 有 垂直 分 量 也 有 平行 分 
量 ， 因 此 沿 导体 有 电压 降 ， 也 有 损耗 。 

3) 静电 场 建立 后 ， 带 电 体 的 电量 不 随时 间 变 化 ， 也 不 需要 外 界 提 供 能 量 ; 恒定 电场 需 
要 外 加 电源 ， 由 电源 提供 功率 损耗 所 需要 的 能 量 。 

4) 恒定 电流 周围 既 有 恒定 电场 也 有 恒定 磁场 ， 同 时 存在 于 同一 空间 ， 只 是 电场 和 磁场 
都 是 静态 场 ， 互 不 激发 ， 互 不 影响 ， 可 分 开 讨论 。 


3.5 ”电导 和 接地 电阻 


3.5.1 电导 和 电阻 


静电 场 中 已 研究 了 两 导体 之 间 的 电容 和 多 导体 系统 的 部 分 电容 。 本 节 将 讨论 两 电极 之 间 
导体 的 电导 和 电阻 。 
对 于 电导 率 为 常数 的 均匀 媒质 ， 位 于 两 电极 之 间 的 导体 的 电导 的 定义 为 流 过 导体 的 电流 
1 与 导体 两 端的 电压 U 的 比值 ， 即 
和 
C = 0 (3-48) 
AF, 为 电导 ， 单 位 为 西 (S) 。 
电导 的 倒数 称 为 电阻 ， 即 


Е = = 


(3-49) 


~le 


1 
с 
式 中 ,有 R 为 电阻 ， 单 位 为 欧 (N) 。 

根据 电导 和 电阻 的 定义 ， 可 假设 电压 计算 电流 或 假设 电流 计算 电压 ， 通 过 恒定 电场 的 计 
算 从 而 求 得 电导 或 电阻 。 

1) 假设 电压 求 电流 : 首先 假设 导体 电压 U， 利 用 拉 普 拉 斯 方程 求 得 电位 分 布 p»， 进 而 计 
算 电 场 强度 妃 ， 再 由 微分 形式 欧姆 定律 求 得 电流 密度 J， 即 可 求 得 电流 1。 

2) 假设 电流 求 电压 : 首先 假设 导体 电流 7， 计 算 电 流 密度 J， 再 由 微分 形式 欧姆 定律 求 
电场 强度 EE， 进 而 计算 电位 分 布 p， 即 可 求 得 电压 U。 

导体 的 电导 或 电阻 决定 于 导体 材料 的 导电 性 能 、 导 体 的 形状 和 电极 的 位 置 等 。 一 般 情况 
下 如 导体 形状 不 规则 ， 不 易 用 解析 的 方法 计算 电场 强度 ， 则 可 以 借助 近似 方法 或 数值 方法 来 
计算 电场 强度 ， 从 而 计算 电导 或 电阻 。 

对 一 段 电导 率 及 截面 都 均匀 的 导体 ， 导 体 截 面 上 的 电流 密度 和 沿 导体 长 度 方向 的 电场 强 
度 都 是 均匀 分 布 的， 导体 的 电导 为 
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Bp 
(3-50) 
电阻 

=> =p% (3-51) 


RF, у, р 分 别 是 导体 材料 的 电导 率 和 电阻 率 ; ! 是 导体 长 度 ; 5 是 导体 截面 积 。 
计算 电导 还 可 以 采用 静电 比拟 的 方法 。 对 比 均匀 电介质 条 件 下 电容 的 计算 公式 


U 
фе: феа 
和 均匀 导电 媒质 条 件 下 的 电导 的 计算 公式 


可 见 只 要 静电 场 中 的 导体 与 电流 场 中 的 电极 的 形状 、 尺 寸 、 位 置 等 几何 状况 完全 相 
电导 与 电容 之 间 的 关系 为 


z 


司 ， 


和 = (3-52) 
С 4 

因此 ， 如 果 已 知 电容 的 表达 式 ， 只 要 用 电导 率 y 代 换 其 中 介 电 常 
数 e， 便 得 到 相应 的 电导 的 表达 式 。 

存在 3 个 及 3 个 以 上 电极 时 ， 电 极 之 间 会 存在 部 分 电导 ， 类 似 部 
分 电容 的 讨论 ， 在 此 不 详细 讨论 。 

9132 设 同 轴 电 缆 内 、 外 半径 分 别 为 a、b， 填 充 的 介质 的 电导 率 
为 y， 如 图 3-7 所 示 ， 若 内 外 导体 加 电压 为 U0， 计算 漏电 介质 中 的 E、J 
和 单位 长 度 的 绝缘 电阻 R。 

解 ” 设 电缆 单位 长 漏电 流 为 1。 由 于 对 称 性 ， 得 电流 密度 

1 


Ј = е, 
2тг 
电场 强度 
1 图 3-7 例 3-2 图 
Е = - е, 
у 2туг 
内 外 导体 之 间 电 压 
1 b 
U= раса ав 


将 上 式 代入 前 两 式 ， 得 
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и 
Е = е, 
па. 
单位 长 度 的 电缆 的 绝缘 电阻 为 
U 1 
Е = т a 
其 倒数 为 单位 长 度 漏电 导 G， 即 
с = 27У 


а 
可 用 静电 比拟 法 ， 由 第 2 章 例 2.28 可 知 同 轴 电 费 内 、 外 导体 之 间 的 单位 长 度 电容 为 C= 

DEE, пе = 可 得 单位 长 度 漏电 导 ， 其 倒数 即 为 单位 长 度 漏电 阻 。 

mÈ 


a 
#133 薄 导 电弧 片 的 厚度 为 h， 两 端 加 有 电压 U。( 见 图 3-8)。 计 算 弧 片 中 恒定 电流 场 
分 布 及 弧 片 的 电导 。(1) 弧 片 如 图 3-8a 所 示 ; (2) 弧 片 由 1 和 2 两 种 导电 媒质 组 成 ， 如 图 
3-8b 所 示 。 
解 ” 先 求解 拉 普 拉 斯 方程 ， 计 算 电 位 分 布 ， 采 用 圆柱 坐标 系 〈(r， 中 , z) ， 可 以 判定 电位 
函数 p 与 z 坐标 和 坐标 无 关 ， 只 与 由 坐标 有 关 ， 电 位 的 方程 为 


Velg) =0 
在 柱 坐标 系 展 开 为 
12е 0 
г аф? 
其 通 解 为 
ф = Аф +В 
(1) 对 图 3-8a 中 的 问题 ， 由 边界 条 件 
ols- = 0 
Фі... = Uo 
可 确定 积分 常数 
ш 
А=-у,В=0 
故 得 
Us 
е 2 (3-53) 
可 验证 此 解答 自动 满足 其 余 的 两 个 边界 条 件 
=e. =0 
al- r) lrer 
e| =0 


ðr |, 
因此 式 (3-53) 是 弧 片 中 电位 的 解 ， 由 此 可 得 
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1 8 U, 
Е =- № 956 = 06 
J= yE =- Ye, 
弧 片 中 总 电流 
1= |J -as = се) “hdr(- е,) = 
А i 
弧 片 电导 


ялт э) нөк 
图 3-8 例 3-3 图 

(2) 对 图 3-8b 中 的 问题 ， 设 y, у, 中 的 电位 分 别 为 p, 和 w ， 两 者 有 通 解 
Ф. = А.ф + В, 
Pı = А.ф + В, 


利用 边界 条 件 
Ф 1..2 = Vo 


Palono =0 
和 两 种 导电 媒质 分 界面 上 边界 条 件 


Pilona = АРИЯ 


де, -y p 
METTET 
可 定 出 以 上 4 个 积分 常数 。 得 到 
40у» у-у 
= 二 一 一 /4 
ыа (ву) туту" "466670 
40у, 
Ф (у +)" Фета 
可 验证 p, p 满足 其 余 边界 条 件 
К. СЫ МШЕ. у 0 
а(-т)\.„ alr) 


тел, 
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әр, 
дг 
进一步 得 电场 强度 和 电流 密度 


ма Өг], 


40у 


äm “Тр мм ШЕЕ” 4 
Е, Vo +) п/4 < ф < 7/2 
六 
mly +) 
4Шу,у› 4Uoyi7ya 
二 
了 АЕ, = уу, 
BRAJ = 了 =J， 由 此 可 求 得 电流 
a 4Uoyiy2 4Uohyiya Ва 
=[у-48=[ —— (ee,) :hdr(-e,) = 一 一 一 一 in 一 
I= [1-48 IK ameni Ө тЫ 
最 终 求 得 弧 片 电导 为 
GaL AIh pe 
U ту +у R 
3.5.2 ”接地 电阻 


在 工程 上 ,经常 将 电气 设备 的 一 部 分 和 大 地 连接 ， 称 为 接地 ， 接 地 分 为 保护 接地 和 工作 
接地 。 保 护 接地 是 为 了 保证 电工 设备 正常 工作 和 操作 人 员 人 身 安全 而 接地 。 工 作 接地 是 以 大 
地 为 导线 或 者 为 消除 电气 设备 的 导电 部 分 对 地 电压 的 升 高 而 接地 。 接 地 装置 包括 接地 体 和 接 
地 线 。 在 地 下 埋 人 金属 导体 ， 如 圆 钢 、 钢 管 等 ， 称 为 接地 体 。 接 地 线 将 设备 连接 至 接地 体 
上 。 工 作 电 流 、 短 路 电流 或 雷电 电流 通过 接地 体 分 散 流入 大 地 。 接 地 电阻 指 电流 由 接地 装置 
流入 大 地 再 经 大 地 流向 另 一 接地 体 或 向 远 处 扩散 所 遇 到 的 电阻 ， 等 于 接地 点 上 的 电压 与 通过 
接地 体 流入 大 地 的 电流 之 比 。 它 包括 接地 线 、 接 地 体 的 电阻 ， 接 地 体 与 土壤 之 间 的 接触 电阻 
和 电流 所 流 经 的 土壤 的 电阻 ， 其 中 土壤 的 电阻 占 主要 部 分 。 以 下 讨论 的 接地 电阻 就 是 指 这 一 


电阻 。 

在 直流 或 低频 交流 情况 下 ， 接 地 电阻 可 利用 恒定 电流 场 的 方 
法 分 析 计 算 。 与 金属 接地 体 相 比 ， 土 壤 是 一 种 不 良 导体 ， 接 地 体 
可 视 为 电极 。 由 于 接地 体 附近 土壤 中 电流 密度 较 大 ， 电 压 主要 降 
落 在 这 一 区 域 ， 故 相距 较 远 的 接地 体 可 以 看 做 孤立 的 ， 而 认为 电 
流 在 土壤 中 流 至 无 穷 远 处 。 

下 面 主要 以 球形 或 半球 形 的 接地 体 为 例 分 析 计算 接地 电阻 。 
设 接地 体 的 半径 为 =， 土壤 的 电导 率 为 yo 

如 图 3-9 所 示 ， 接 地 体 深 埋 于 地 下 时 ， 可 以 忽略 地 表面 的 影 


响 。 图 3-9 时 于 地 下 的 接地 体 


对 接地 体 附近 的 一 点 ， 有 


ё 
dnr 
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电场 强度 为 
了 1 
Е = 一 = 一 一 e， 
у ány 
接地 导体 球 表面 电压 为 
-1 
U=[ E ё = | Ре E 
接地 电阻 为 
и 1 
Етен (3-54) 
埋 人 地 表面 的 半球 形 接地 体 如 图 


3-10 所 示 。 此 时 接地 电阻 可 用 镜像 法 
分 析 ， 设 半球 形 接地 体 中 电流 是 7， 现 
假设 整个 空间 充满 导电 媒质 土壤 ， 在 
上 半空 间 放 置 一 半球 形 镜像 电极 ， 镜 
像 电极 中 电流 也 设 为 ( 见 图 3-10b) 。 


可 求 得 图 3-10a 接地 体 的 电位 
21 1 引 埋 入 地 表面 的 半球 形 接地 体 b) 镜像 电极 


? = Frya 2mya 3-10” 埋 入 地 表面 的 半球 形 接地 体 


因此 图 3-10a 中 半球 形 电极 接地 
电阻 为 
e_ 1 
T” 5туа 

图 3-11a 表示 一 个 球形 接地 体 距 
地 面 较 近 ， 应 该 考虑 地 表面 对 土壤 电 
流 分 布 的 影响 。 此 时 可 采用 镜像 法 。 
镜像 电极 及 放置 镜像 电极 后 整个 空间 
电流 线 的 分 布 如 图 3-11b 所 示 ， 其 下 
半空 间 中 场 的 解答 是 原来 的 解 。 当 h 
与 a 相 比 大 很 多 时 ， 可 以 近似 计算 接 3-11 жа 球形 接地 体 
地 体 的 电位 和 接地 电阻 。 


3.5.3 ВРШЕ 


接地 电流 流入 大 地 后 ， 大 地 中 流动 的 电流 在 地 表面 会 产生 电压 。 在 地 表面 上 ， 人 的 一 个 
跨 步 距 离 之 间 的 电压 称 为 跨 步 电压 ， 当 跨 步 电压 达到 一定 值 时 会 危及 人 身 安 全 。 在 接地 体 周 
围 ， 跨 步 电压 大 于 人 体能 承受 的 电压 的 允许 值 的 区 域 属 危险 区 。 现 计算 半球 形 接地 体 附近 的 
跨 步 电 压 和 危险 区 半径 。 

设 半球 形 接地 体 中 流出 电流 为 7。 由 镜像 法 〈 见 图 3-10b) ， 地 中 距 球 心 距离 为 + 处 的 电 
流 密度 和 电场 强度 分 别 为 
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地 表面 距 球 心 处 电位 为 
1 
2myr 
设 人 的 跨 步 距 离 为 6， 地 面 上 人 至 接地 体 中 心 的 距离 是 ! ( 见 图 3-12) ， 则 跨 步 电压 为 


£ 1 1 О УТЕ, 
(i (Ey) (3-55) 


= Г Edr= 


Hibe, W 
= 一 一 (3-56) 


即 可 得 危险 区 半径 


Tb 
l= 3-57 
N27yUs Өзә 


Җ (3-57) 表明 ， 危 险 区 半径 与 接地 体 电流 1, 
跨 步 距离 5、 土壤 的 电导 率 y 和 人 体能 承受 的 电压 
ШЕ ЖЖ, 

应 该 指出 的 是 实际 上 危及 生命 的 不 是 电压 ， 而 
是 通过 人 体 的 电流 ， 当 通过 人 体 的 工 频 电流 超过 3-12 МИРЕ 
8mA 时 ， 会 有 危险 ， 超 过 30mA 时 会 危及 生命 。 

习 题 3 

3-1 一 个 半径 为 a 的 球 内 均匀 分 布 着 总 量 为 4 的 电荷 ， 若 其 以 角速度 o 绕 一 直径 匀速 旋转 ， 如 图 3-13 
所 示 。 试 求 球体 内 的 电流 密度 并 计算 分 布 电流 的 总 和 。 

32 已 知 电流 密度 矢量 / = (107z, - 2з^уе, + 2з°зе,)уА/ш? ， 试 求 : (1) 穿 过 面积 *=3, 2<y<3， 
3.8<z<5.2， 沿 e, 方向 的 总 电流 ; (2) 在 上 述 面积 中 心 处 电流 密度 的 大 小 ; (3) 在 上 述 面积 上 电流 密度 x 
方向 的 分 旺 J, 的 平均 值 。 

33 ” 铁 制 水 管内 、 外 直径 分 别 为 2 0 em 和 2. 5 em， 常用 水 管 来 使 电器 设备 接地 。 如 果 从 电器 设备 流 
人 到 水 管 中 的 电流 是 20A4， 那 么 电流 在 管 壁 和 水 中 各 占 多 少 ? 假设 水 电阻 率 是 0.010 -mo 

3-4” 流 过 细 导 线 的 电流 1 沿 : 轴 向 下 流 到 中 心 在 :=0 与 : 轴 垂 直 的 导体 薄片 上 。 求 薄片 上 的 电流 密度 
矢量 Js， 并 求 在 平面 的 60° 扁 形 区 域内 的 电流 。 

3-5 ”在 无 界 非 均匀 导电 媒质 〈 电 导 率 和 介 电 常数 均 是 坐标 的 函数 ) 中 ， 若 有 恒定 电流 存在 ， 证 明 媒 质 


中 的 自由 电荷 密度 为 p =E: ( Ve Gea уу); 

3-6 ” 同 轴 电缆 的 内 、 外 导体 之 间 有 两 层 同 轴 的 有 损耗 介质 ， 其 介 电 常 数 分 别 为 es 和 є,, ， 电 导 率 分 别 
Ж у, My, И 3-14 所 示 。 设 内 外 导体 的 电压 为 Uso R: (1) 丙种 介质 中 的 了 和 EE; (2) 分 界面 上 的 自 
由 电荷 面 密度 。 

3-7” 试 推 导 不 同 导电 媒质 的 分 界面 上 存在 自由 面 电荷 的 条 件 。 
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图 3-13 题 3-1 图 图 3-14 题 3-6 图 


3-8 在 导体 中 有 恒定 电流 而 其 周围 媒质 的 电导 率 为 零 时 ， 试 证 明 导 体 表 面 电 通 量 密度 的 法 向 分 量 
D, =0, 但 矢量 关系 D =e,o 不 成 立 ( 式 中 ,是 导体 表面 向 外 的 法 线 单位 矢量 ) 。 
39 ”无限 大 均匀 导电 媒质 中 有 分 布 在 有 限 区 域 的 N 个 理想 导电 电极 ， 设 各 电极 的 电位 分 别 是 以， 


m 


U0，，…，Un， 各 电极 流出 的 电流 是 1 ，1, ，…，/ 证 明 导 电 媒 质 中 总 的 热 损耗 功率 是 P= > U; o 
310 ”有 一 非 均匀 导电 媒质 板 ， 厚 度 为 4， 其 两 侧面 为 良 导体 电极 ， 下 板 表面 与 坐标 z=0 重合 ,介质 


АЛЫК pa = 二 =pm AOPE., MARBO o, TIERA J =e, 的 均匀 电流 。 试 求 。(1) 介质 中 的 


自由 电荷 密度 ; 四 ирина, (3) 面积 为 4 的 一 块 介 质 板 中 的 功率 损耗 。 

3-11 一 金属 圆锥 ,高度 为 h， 底 的 半径 为 a, h>a， 锥 顶 与 地 距离 为 r,(ro 很 小 ) ， 如 图 3-15 所 示 。 
圆锥 电压 为 U。， 求 该 贺 锥 与 地 之 间 的 电位 p、 电 场 E。 

3-12 ”如 图 3-16 所 示 的 一 对 无 限 大 接地 平行 导体 板 ， 板 间 有 一 与 轴 平 行 的 线 电 荷 p,， 其 位 置 为 《0， 
d) 。 求 板 间 电位 函数 。 


图 3-15 题 3-11 图 图 3-16 题 3-12 图 


3-13 平行 板 电容 器 的 极 板 面积 为 S$， 其 间 填 充 厚度 分 别 为 d, 和 由 的 漏电 媒质 ， 电 导 率 分 别 为 y, 和 
Yr， 如 图 3-17 所 示 。 当 极 板 间 加 电压 U 时 ， 求 各 个 区 域 的 电场 强度 ， 并 求 漏电 电阻 。 

3-14 ”将 半径 为 a=10em 的 半 个 导体 球 刚好 埋 人 电导 率 为 y =0.01S/m 的 大 地 中 ， 电 极 平面 与 地 面 重 
合 ， 如 图 3-18 所 示 ， 求 当 电极 通过 的 电流 为 7= 100A 时 ， 土 壤 损 耗 的 功率 。 

3-15 ”一 个 同心 球 电容 器 的 内 导体 的 半径 为 =， 外 导体 的 内 半径 为 <， 其 间 填充 两 种 漏电 介质 ， 电 导 率 
分 别 为 y, 和 YY,， 分 界面 半径 为 5。 当 外 加 电压 为 U 时 ， 求 两 个 极 板 间 的 绝缘 电阻 和 功率 损耗 。 

3-16 一 个 半径 为 a 的 导体 球 作为 电极 深 埋 地 下 ， 土 壤 的 电导 率 为 y。 咯 去 地 面 的 影响 ， 求 电极 的 接地 
电阻 。 
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3-17 一 同 轴 电 缆 的 内 导体 半径 为 a,， 外 导体 的 内 半径 为 5， 外 加 电压 为 U。， 中 间 填充 y= 二 的 电 介 


质 。 求 介质 的 漏电 导 。 

3-18 ”电导 率 为 y 的 无 界 均匀 介质 间 ， 有 两 个 半径 为 R 和 R 的 理想 导体 小 球 ， 两 球 之 间 的 距离 为 4 
(d>R, , d->R,) ， 试 求 两 导体 球面 间 的 电阻 。 

3-19 地球 及 其 大 气 层 可 看 做 一 泄漏 球形 电容 器 。 畏 朗 天 气 ， 地 球 表面 有 稳 便 电 场 EUm) ， 其 值 约 为 
100V/m， 并 指向 地 球 中 心 。 大 气 层 的 电导 率 yY(r) = yo + a(r - mo) ， 已 测 出 yo =3 x10…“S/m，a=0.5x 
10-”S/m? ， 地 球 半径 m =6 x10*m。 试 计算 : 

(1) 流向 地 球 的 总 电流 I; 

(2) 大 气 层 中 的 电荷 体 密度 p 和 地 球 表面 的 电荷 面 密度 o; 

(3) 地 球 表面 的 电位 olro) o 

3-20” 设 有 同心 球 电容 器 ， 内 球 半 径 为 a， 外 球 内 半径 为 5， 中 间 充 有 两 种 介质 ， 其 分 界面 为 过 球 心 的 
平面 。 两 种 介质 的 介 电 常 数 及 电导 率 分 别 为 a, у, Mer yo Ж: (1) 若 在 内 、 外 球 间 加 电压 VU。， 两 层 
介质 中 的 电场 和 电流 分 布 га, b, 处 的 自由 电荷 密度 ;(2) 此 电容 器 的 漏电 阻 ; (3) 电容 器 的 损耗 
功率 。 

3-21 一 铜 棒 的 横 截面 尺寸 为 20mm x 80mm， 长 为 2m， 两 端的 电位 差 为 50mV。 已 知 铜 的 电导 率 为 
y=5.7x107S/m， 钢 棒 内 自由 电子 的 电荷 密度 为 1. 36 х10°С/т'„ Ж: (1) ФФИ; (2) 铜 棒 中 的 电 
Ж; (3) 电流 密度 ; (4) 钢 棒 内 的 电场 强度 ; (5) 钢 棒 所 消耗 的 功率 。 

3-22 一 个 半径 为 a 的 半球 形 接地 导体 埋 于 电导 率 为 y 的 土壤 中 ， 如 图 3-19 所 示 。(1) 请 导出 计算 接 
地 电阻 的 公式 。(2) 车 a=0.2m，04 =5.2m， 该 地 段 的 大 地 电导 率 为 10*S/m， 行 人 前 落脚 点 在 4 点 ， 后 
落脚 点 在 有 点 ， 跨 距 为 0. 8m， 请 计算 跨 步 电压 。 

323 ”半径 分 别 为 r, ra, EEX h, RAN a 的 扇形 电阻 片 (其 电导 率 为 y?) ， 如 图 3-20 所 示 。 试 求 
两 种 不 同 的 极 板 (金属 极 板 ， 不 计算 其 电阻 ) 放置 方法 ， 该 扇形 片 的 电阻 R。 (1) 两 极 板 分 别 置 于 A4、B 
面 (z=0 和 z=h 平 面 ) 上 ; (2) 两 极 板 分 别 置 于 C、D 面 ( 圆 弧 面 ) Eo 


图 3-19 题 3-22 图 图 3-20 题 3-23 图 
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1820 年 ， 丹 麦 科学 家 奥 斯 特 在 实验 中 发 现 通电 流 的 导线 可 以 使 磁 针 发 生 偏转 ， 提 出 了 
电流 的 磁 效 应 ， 第 一 次 揭示 了 电 与 磁 的 联系 。 实 验 说 明 当 导体 通 有 电流 时 ， 其 内 外 存在 一 种 
称 为 磁场 的 特殊 物质 ， 磁 场 是 统一 的 电磁 场 的 另 一 方面 ， 它 的 表现 是 对 引入 其 中 的 运动 电荷 
或 电流 具有 力 的 作用 。 本 章 讨论 由 恒定 电流 产生 的 磁场 一 一 恒定 磁场 。 


41 磁感应 强度 ， 磁 通 连 续 性 定理 


41.1 安培 力 定律 ， 磁 感应 强度 


1820 46, ЗЕҢ (Andre Ampere) 通过 实验 研究 了 载 流 回路 之 间作 用 力 的 规律 ， 他 通过 几 
个 巧妙 的 实验 结合 其 高 超 的 数学 技巧 得 出 重要 的 结论 : 导线 中 的 电流 反 向 时 ， 它 们 产生 的 作 
用 力也 反 向 ; 电流 具有 矢量 性 ， 作 用 在 电流 元 上 的 力 跟 电流 元 垂直 ; 电流 元 的 长 度 和 电流 元 
之 间 的 距离 同时 增加 相同 的 倍数 时 ， 其 作用 力 不 改 变 。 这 就 是 著名 的 安培 力 定律 。 设 1、1 
为 真空 中 由 细 导 线 组 成 的 两 个 回路 ， 分 别 通 以 电流 三 、1。 z 是 一 个 引起 场 的 源 回路 ，! 是 试 
验 回路 。 在 两 个 电流 回路 上 选择 元 电流 段 d’, Id, d'A di 的 方向 分 别 对 应 于 也 、7 的 流 
动 方向 ， 之 间 的 作用 力 如 图 4-1 Ro rA r 是 电流 元 的 位 置 矢量 ，R =r -x' 是 两 电流 元 的 
距离 矢量 。 则 试验 回路 所 受 的 力 为 

Am 141 х (Га хе) 

ei юе 

AP, po 是 真空 中 的 磁 导 率 ， 在 国际 单位 制 中 ,pm =4т x10…" 享 每 米 H/m) ; en 为 沿 R 
方向 的 单位 矢量 。 

R (41) 就 是 真空 中 的 安培 力 定律 的 数学 描述 ， 它 
给 出 了 两 个 电流 回路 之 间 的 作用 力 表 达 式 ， 是 研究 恒定 
磁场 的 基础 。 

安培 力 定律 表明 ， 一 个 通电 线圈 对 放置 于 附近 的 另 
一 个 通电 线圈 具有 力 的 作用 ， 由 于 两 线圈 没有 接触 ， 这 
个 力 不 是 直接 的 作用 力 ， 而 是 通过 磁场 传递 的 。 电 流 在 


(4-1) 


1 


图 4-1 两 个 电流 回路 之 间 的 作用 力 
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其 周围 产生 磁场 ， 电 流 称 为 磁场 的 源 ， 不 随时 间 变 化 的 电流 即 恒 定 电流 产生 的 磁场 也 不 随时 
间 变 化 ， 称 为 恒定 磁场 ， 恒 定 电流 和 永 磁体 周围 的 磁场 是 恒定 磁场 。 
描述 磁场 的 基本 物理 量 称 为 磁感应 强度 矢量 ， 磁 感应 强度 可 从 不 同 的 角度 定义 。 
1) A CENE EA, 则 有 
= g(v х В) (4-2) 
AH, v 为 电荷 运动 速度 ; В 为 磁感应 ат. 4 为 电荷 量 ; Е 为 电荷 受到 的 洛 仑 效力 。 由 式 
(4-2) 可 以 看 出 ， 静 止 的 电荷 在 磁场 中 不 会 受到 磁场 的 作用 力 ， 运 动 电荷 所 受到 的 力 总 与 运 
动 电荷 的 速度 相 垂 直 ， 它 只 能 改变 运动 电荷 速度 的 方向 ， 不 能 改变 速度 的 量 值 ， 因 此 与 库仑 
力 不 同 ， 洛 仑 效力 对 运动 电荷 不 做 功 。 需 要 指出 的 是 ， 式 (4-2) 是 从 微观 的 角度 给 出 的 磁 
场 力 的 表达 式 ， 即 运动 电荷 受到 的 磁场 力 ; R (4-1) 是 从 宏观 的 角度 给 出 的 磁场 力 的 表达 
式 ， 即 电流 在 磁场 中 受到 的 磁场 力 ， 两 者 是 等 价 的 。 
2) 以 电流 元 ， 即 元 电流 段 在 磁场 中 受 力 定义 磁感应 强度 ， 则 有 
dF = Іх В 
AH, Id 为 元 电流 段 ; В 为 磁感应 强度 ; dF 为 元 电流 段 受 到 的 磁场 力 。 
3) 以 线圈 在 磁场 中 受到 的 力 定义 磁感应 强度 ， 即 有 
F = ф11хв (4-3) 
式 中 ,FF 表示 通电 流 为 1 的 回路 1 在 磁场 B 中 受到 的 磁场 力 。 式 (4-3) 即 为 一 般 形式 的 安 
培 力 定律 。 
ER (4-1) 中 ， 以 /为 磁场 源 ， 则 回路 1 受到 的 磁场 力 可 以 改写 为 


F= {ш x („== хер (4-4) 


结合 式 〈4-3) ， 可 知 式 (4-4) 括号 中 的 量 即 代表 电流 了 在 141 处 产生 的 磁感应 强度 ， 
则 有 
14 хе, 
= R (з) 
Җ (4-5) 称 比 奥 - 萨 伐 尔 定律 。B 称 为 磁感应 强度 ， 又 称 为 磁 通 密度 (magnetic flux 
density) ， 它 是 表征 磁场 特性 的 基本 场 量 ， 在 国际 单位 制 中 ， 其 单位 为 特 [ 斯 拉 ] (Т), ，1T 
=1Wbym?。 
R (4-5) 也 可 写成 下 面 形式 : 
_ ЧЇ х R 
ат R 
对 于 体 分 布 和 面 分 布 电流 源 ， 将 式 (4-5) 和 式 (4-6) 中 的 线 电流 元 1dz 换 成 体 电 流 元 
JdY 和 面 电 流 元 KdS'， 相 应 的 比 奥 - 萨 伐 尔 定律 可 以 分 别 表示 为 


Јхе № Е 
В = | ена Бру (47) 


(4-6) 


式 中 ,为 体 电流 的 源 区 体积 。 


Hoç Kxen Hof KxR 
B= 一 5' = гаф ds’ Е 
4т5 R 4125 R а) 
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式 中 ，3 为 面 电流 的 源 区 面积 。 
式 (4-5) ~ 式 (4-8) 为 不 同 分 布 电流 产生 的 磁感应 强度 的 表达 式 ， 可 以 看 出 磁场 的 方 
向 取决 于 源 的 电流 元 方向 和 电流 元 到 场 点 之 间 的 距离 方向 的 叉 乘 积 ， 即 
En = ехе, 
式 中 ，es 表示 磁场 的 方向 ; е, 表示 场 源 中 电流 元 的 方向 ; en 表示 电流 元 到 场 点 之 间 的 距离 的 方 
向 。 磁 场 不 同 于 静电 场 ， 静 电场 中 电场 矢量 的 方向 仅 取决 于 场 源 的 元 电荷 到 场 点 之 间 的 距离 的 方 
向 。 电 场 和 磁场 是 两 种 不 同性 质 的 场 ， 其 源 的 性 质 不 同 ， 电 场 的 源 是 标量 ,磁场 的 源 是 矢量 。 
导体 中 的 电流 由 电荷 的 运动 形成 ， 单 位 时 间 通 过 单位 面积 的 电荷 即 电流 密度 ， 设 导体 中 
传导 电流 密度 为 J， 则 由 式 (4-2) 可 得 磁场 对 单位 体积 载 流 导体 的 作用 力 为 
f=JxB (4-9) 
式 (4-9) 是 计算 电动 力 的 基本 公式 。 
仿照 静电 场 中 的 EE 线 ， 在 恒定 磁场 中 可 以 作 В 线 ( 磁 感应 强度 线 或 磁力 线 ) 描述 磁场 
的 分 布 。 根 据 力 线 的 定义 ，B 线 上 的 每 一 点 的 切线 方向 与 该 点 的 磁感应 强度 的 方向 一 致 ， 若 
d 为 磁力 线 的 长 度 元 ， 则 该 d! 处 的 吾 矢 量 将 与 di 的 方向 一 致 ， 即 B 线 的 微分 方程 为 
Вх = 0. (4-10) 


4.1.2 ФИНЕ 


ХЕ КЕЙДЕ, БАТЕ РЕ {БИТ п 个 载 流 导体 ， 如 果 它 们 在 空间 某 点 处 产生 的 磁 
感应 强度 分 别 为 B, В,, +, В, ИХ п 个 载 流 导体 在 P 点 共同 产生 的 磁感应 强度 等 于 每 个 载 
流 导 体 单独 作用 时 在 P 点 所 产生 的 磁感应 强度 的 矢量 和 ， 即 


В = В, +B, + … + В, = ув, 


磁感应 强度 的 准 加 性 只 适用 于 线性 媒质 ， 在 非 线性 物质 (如 
铁 磁 质 ) 中 不 再 适用 。 

例 4-1 计算 真空 中 电流 为 1、 长 度 为 2L 的 长 直 细 导线 外 任 | / 
一 点 处 的 磁感应 强度 。 / 
解 “导线 上 恒定 电流 为 7， 考虑 到 场 具有 轴 对 称 性 ， 选 择 加 
柱 坐 标 系 ， 导 线 与 z 轴 重合 ， 坐 标 原点 选 在 导线 中 点 上 ， 直 导线 шло нан 
产生 的 磁场 与 由 角 无 关 ， 如 图 4-2 所 示 。 

点 的 磁感应 强度 由 式 (4-5) 可 写成 


Іа x eg 
24 R 


其 中 , Idl' =1Idz'e,, R= М + (а-:')1, 14 хек = 14е, хе, = Idz'sinĝe, = 1dz" ze 故 


B= g Holr É dz’ 


к= e = Gn -t а + (ra) 
к -G-7) | 


тог[#+(:-:')]!2|_, 


е, 
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Hol z+L z-L 
= 一 е, 
amr | [P + G +L]? [P + (Ll Ф 
式 中 ，r 为 柱 坐 标 系 的 径 向 坐标 ， 是 场 点 到 导线 的 垂直 距离 ; 由 为 柱 坐 标 系 的 周 向 坐标 ，B 
的 方向 为 中 的 方向 。 
Á Р ЖАР (r, /2, 1) 位 置 时 ， 有 
pl 2L 


若 为 无 限 长 载 流 直 导 线 ， 即 [ww ， 可 得 
B = Te, (4-11) 


在 无 限 长 载 流 直 导线 所 产生 的 磁场 中 ， 容 易 看 出 ， 磁 感应 强度 线 是 中 心 在 导线 轴 上 而 与 
导线 垂直 的 一 族 圆 ， 其 方向 与 电流 方向 成 右手 螺旋 关系 ， 如 图 4-3 所 示 。 

例 4-2 一 个 位 于 XOY 平 面 、 载 有 电流 1 的 圆 环 ， 如 图 4-4 R, HEZA a, REE z 
轴 上 一 点 的 磁感应 强度 。 


图 4-3 ”长 直 细 导 线 磁感应 强度 线 分 布 图 4-4 例 4-2 图 
解 在 圆 环 上 取 线 元 df =айфе,, Н.Е = -ae, +2е,, R= Ма +2, FÈ 
di x R = (ae, + аге,)аф 
BR (4-6) 得 磁感应 强度 为 


aze, 
+ —— jd 

T [a 

Hola? 
FR ET T Т 

(ав) 

这 样 ， 在 带电 图 环 的 轴 上 只 有 z 方 向 磁感应 强度 分 量 。 令 z=0， 则 在 圆 环 中 心 的 磁感应 

强度 为 


шї 
В = 
2а“ 


(27 тизшшзвшины 


4.1.3” 磁 通 和 磁 通 连续 性 定理 
磁感应 强度 В 通过 任 一 面积 5 的 通 量 称 为 磁 通 量 ， 简 称 为 磁 通 ， 以 Ф, 表示 ， 即 
Ф. = [B -as (4-12) 


在 国际 单位 制 中 ， 磁 通 的 单位 是 韦伯 ( Wb) 。 
在 直流 电流 回路 ! 产生 的 磁场 中 任 取 一 闭合 面 S， 则 5 上 的 磁 通 Ф„ 为 


141 х е, 
Ф. =$ B- dS = Ир] = 9 45 
应 用 矢量 乘法 的 轮换 法 则 4 (Вх С) = В. г =C- (AxB), # 


Ф. = ga. в. ч. $(- у! т ^5) 


h Ar fs 


在 上 式 中 代入 矢量 恒等式 - $ А x dS = Vx Ady ， 可 以 得 到 
poldl 1 
Ф. = B- dS Ыр! ух УЧУ 
由 Vx =0, 可 得 


фв-а$ =0 (4-13) 
即 В 穿 过 任意 闭合 面 的 磁 通 量 恒 为 零 ， 式 (4-13) 为 磁 通 连续 性 定理 的 积分 形式 ， 由 高 斯 散 
иез} В. dS = | у. вау = 0 ， 从 而 得 到 相应 的 微分 形式 方程 
V.B=0 (4-14) 
式 (4-14) 称 为 磁 通 连续 性 定理 的 微分 形式 。 磁 通 连续 性 定理 表明 ， 磁 场 是 一 种 无 散 度 
的 矢量 场 ，B 线 是 无 头 无 尾 的 闭合 曲线 。 这 表明 自然 界 没有 孤立 的 磁 荷 存在 注 : 直到 目前 
为 止 ， 尚 未 发 现 孤 立 的 磁 荷 存在 ， 根 据 狄 拉克 (Dirac) 的 电磁 量子 化 条 件 ， 磁 单 极 即 孤 立 的 
磁 荷 是 存在 的 ， 许 多 物理 学 家 在 不 同 的 领域 致力 寻找 磁 单 极 ， 但 是 至 今 没有 收获 ) 。 
例 43 真空 中 长 直 导线 通 有 电流 1， 在 其 产生 的 磁场 中 有 一 个 等 边 三 角形 回路 ， 如 图 
4-5 所 示 ， 求 三 角形 回路 内 的 磁 通 。 
解 ”利用 例 4-1 的 结论 ， 长 直 导 线 的 磁场 为 


在 三 角形 中 选取 面积 元 ds =es2 (r-d) tan30°dr =e, Heda, 穿 过 三 角形 面积 的 


磁 通 为 
Ф. рев [са от (+ ЭЎ) 


914-4 9 В =Ве,, 计算 位 于 z=0 平 面 上 ， 中 心 在 坐标 原点 ， 半 径 为 R 的 半球 所 通过 
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的 磁 通 。 
解 ”半球 和 半径 为 及 的 圆 盘 所 形成 的 封闭 面 如 图 4-6 所 示 ， 由 磁 通 连续 性 定理 ， 通 过 半 
球 的 磁 通 应 等 于 通过 半径 为 R 的 圆 盘 的 磁 通 ， 穿 过 圆 盘 的 磁 通 为 


Ф. = |B- aS = тв 
; 


图 4-5 例 43 图 图 4-6 例 4-4 图 
建议 读者 通过 对 半球 表面 的 积分 证 明 上 述 结果 。 


4.2 安培 环 路 定律 


4.2.1 真空 中 的 安培 环 路 定律 


安培 提出 安培 力 定律 后 继续 探索 磁 的 本 性 ， 于 1827 年 发 表 了 《电动 力学 理论 》 一 书 ， 用 
数学 理论 描述 和 总 结 了 电磁 现象 ， 得 出 了 著名 的 安培 环 路 定律 : 在 真空 的 磁场 中 ， 沿 任意 回路 
取 B 的 线 积分 ,其 值 等 于 真空 的 磁 导 率 乘 以 穿 过 该 回路 所 限定 面积 上 电流 的 代数 和 ， 即 


фв-а = У (4-15) 
式 中 ,电流 1 的 正 负 决 定 于 电流 的 方向 与 积分 回路 绕 行 方向 是 否 符合 右手 螺旋 关系 ,符合 为 
正 ， 不 符合 为 负 。 
下 面 以 线 电流 产生 的 磁场 为 例 对 式 (4-15) 加 以 说 明 。 在 真空 中 ， 若 磁场 是 由 无 限 长 载 
流 直 导 线 7 引起 的 ， 在 垂直 于 导线 的 任意 平面 内 取 一 闭合 回路 ! 作为 积分 路 径 ， 如 图 4-7a 所 
示 。 积 分 路 径 上 的 元 长 度 dl 距 导 线 的 距离 为 r， 对 轴线 所 张 开 的 角度 为 $b， 那么 
таф =e, - dl， 将 线 电流 磁感应 强度 公式 (4-11) RAR (4-15) 积分 表达 式 ， 则 有 


шї Р Hol pr 
$B- dt = фео = dọ = pol 


如 果 积 分 路 径 没有 与 电流 交 链 ， 如 图 4-7b 所 示 ， вт, d =0, мт ф в ‘d = 0. 


如 果 与 积分 路 径 交 链 的 电流 不 止 一 个 ， 如 图 4-7c 所 示 ， 则 有 $ B -dl = (л -1), 
式 中 电流 方向 与 1 成 右手 螺旋 方向 则 取 正 ， 否 则 取 负 。 

需要 指出 的 是 ， 上 述 虽然 是 对 线 电流 讨论 ， 可 推广 到 对 于 任意 分 布 的 电流 安培 环 路 定律 
都 适用 。 对 体 分 布 电流 ， 式 (4-15) 中 右 端 项 中 的 电流 为 积分 环 路 所 包围 的 总 电流 。 

对 于 对 称 分 布 的 磁场 ， 应 用 安培 环 路 定律 可 以 使 B 的 计算 变 得 很 简单 。 这 里 要 强调 的 
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h ГА 
了 


а) 积分 路 径 与 电流 交 链 b) 积分 路 径 不 与 电流 交 链 ©) 积分 路 径 交 链 多 个 电流 


图 4-7 真 室 中 的 安培 坏 路 定律 

是 ， 定 律 中 的 积分 项 是 磁感应 强度 В 与 线 元 di 的 矢量 点 积分 ， 实 际 应 用 安培 环 路 定律 求解 
磁场 时 需 注 意 恰当 的 选择 积分 路 径 ， 使 积分 路 径 上 每 一 点 B 的 量 值 相等 且 B 与 dl 的 夹 角 为 
固定 值 。 下 面 举 例 说 明 安 培 环 路 定律 的 应 用 。 

例 4-5 图 4-8a 所 示 为 一 根 无 限 长 同 轴 电 缆 的 截面 ， 内 、 外 导体 分 别 通 有 方向 相反 的 电 
流 1， 设 电流 均匀 分 布 ， 试 求 各 部 分 的 磁感应 强度 。 

解 ” 这 是 一 个 平行 平面 磁场 ， 且 轴 对 称 ， 磁 场 的 分 布 与 电缆 的 长 度 坐 标 无 关 ， 也 和 中 
角 无 关 。 根 据 图 中 给 定 电流 方向 ， 用 右手 螺旋 法 则 可 以 判断 В 为 顺 时 针 方向 。 


当 r<R 时 ， 内 导体 的 电流 密度 了 = -全 


R?’ 取 一 个 圆周 为 积分 回路 ， 则 穿 过 圆 面积 的 电 
流 了 为 
шы 1 „17 
1 = в Ё фас “е 
根据 式 (4-15) 
т 1? 
Bardo Sro 
得 
Ж 
Ba = зав 


HR, <r<R 时 ， 以 z 为 半径 取 一 个 圆周 为 积分 回路 ， 回 路 交 链 的 电流 为 内 导体 电流 I, 
根据 式 (4-15) 得 


Ё " Bardh =pl 
从 而 有 


流 为 


根据 式 (4-15) 得 
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对 于 电缆 外 (г> А, Ж), Г=1-1=0, АВ, =0。 图 4-8b 为 Be 随 r 变 化 的 曲线 。 


о R; R R; 
司 аи b) вора "变化 的 曲线 


Нав 例 4-5 图 
需 注意 的 是 ， 同 轴线 外 部 的 磁场 等 于 零 ， 这 是 由 于 被 路 径 围绕 在 内 的 正 负电 流 相等 的 原 


1 
因 ， 正 负 电流 在 同 轴线 外 部 产生 的 磁感应 强度 幅度 都 是 外 ， 但 是 符号 相反 因而 互相 抵消 ; 


这 是 屏蔽 的 例子 ， 这 样 一 条 载 有 大 电流 的 同 轴线 将 不 会 对 周围 产生 任何 明显 影响 。 
这 里 ， 定 义 一 个 新 的 矢量 8。， 令 


н, =— (4-16) 
则 式 (4-15) 可 写 为 

{нй = 51 (4-17) 
RP, НН Е. R (4-17) 表明 ， 磁 场 强度 沿 任 一 闭合 路 径 的 环流 量 等 于 该 闭合 回 


路 所 限定 面积 上 穿 过 的 传导 电流 的 代数 和 。 
应 用 斯 托 克 斯 定理 于 式 (4-17) ， 并 用 面积 分 表示 传导 电流 ， 可 得 


$H, -al = | € Yx H + dS = [J + aS 
等 号 两 侧 的 面积 分 是 对 同一 面积 的 积分 ， 上 式 对 任意 面积 都 成 立 ， 因 此 有 
УхН, = 了 (4-18) 
这 就 是 真空 中 安培 环 路 定律 的 微分 形式 。 


4.2.2 ”物质 的 磁化 ， 一 般 形式 的 安培 环 路 定律 


上 述 讨论 的 是 真空 中 的 磁场 ， 当 场 域 中 存在 物质 时 会 对 磁场 产生 影响 。 已 知 一 切 物质 都 是 由 
分 子 或 原子 组 成 ， 在 分 子 或 原子 中 ， 电 子 在 其 轨道 上 以 便 速 围绕 原子 核 作 圆 周 运动 ， 从 而 形成 一 
个 闭合 的 环形 电流 ， 把 这 种 环形 电流 构成 的 小 电流 回路 称 为 磁 偶 极 子 (magnetic dipole) 。 设 回路 
电流 为 7， 回 路 面积 为 S， 则 定义 磁 偶 极 子 的 磁 偶 极 矩 (magnetic dipole moment) 为 т =1S， 简 称 
为 磁 和 矩 ， 其 方向 与 面积 矢量 S 的 方向 一 致 ， 其 单位 为 安平 方 米 (Am ) 。 轨 道 电子 产生 的 磁 矩 称 
为 轨道 磁 矩 ， 另 一 方面 ， 电 子 及 原子 核 本 身 绕 自己 的 轴线 旋转 〈 自 旋 ) ， 它 产生 自 旋 磁 和 矩 。 原 子 
的 净 磁 矩 是 由 所 有 电子 的 轨道 磁 矩 和 自 旋 磁 矩 所 组 成 。 在 没有 外 磁场 时 ， 由 于 热 运动 ， 这 些 磁 矩 
是 随机 排列 的 ， 使 得 宏观 的 合成 磁 矩 为 零 ， 整 块 物质 对 外 不 显示 磁性 ， 如 图 4.9a 所 示 。 当 外 加 磁 
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场 时， 每 个 磁 偶 极 子 受到 磁场 力 的 作用 。 在 磁场 力 的 作用 下 ， 使 它们 沿 着 磁场 方向 排列 ， 如 图 4- 
9b 所 示 ， 宏 观 的 合成 磁 短 不 再 为 零 ， 这 种 现象 称 为 磁化 。 材 料 内 部 磁 偶 极 子 的 有 序 排列 宏观 表现 
为 相当 于 沿 材料 表面 流动 的 电流 ， 如 图 4-9c 所 示 。 


2% = === 
SP 全 = т» 
ye о“ сәре Ф 
о Ф = Ф Ф Ф Ф 

а) 磁 偶 极 子 随机 排列 的 三 性 物质 b) 磁 偶 极 子 沿 外 加 磁场 有 序 排列 с) 磁 偶 极 子 电流 等 效 表 面 电流 


磁化 结果 出 现 的 合成 磁 矩 产生 附加 磁场 ， 这 种 附加 磁场 影响 外 磁场 ， 导 致 磁化 状态 发 生 
改变 ， 从 而 又 使 附加 磁场 发 生 改 变 ， 一 直到 物质 中 的 合成 磁场 产生 的 磁化 能 够 建立 一 个 稳定 
的 附加 磁场 ， 磁 化 状态 达到 平衡 。 与 极 化 现象 不 同 的 是 ， 磁 化 结果 使 物质 中 的 合成 磁场 可 能 
减弱 也 可 能 增强 ， 而 电介质 极 化 总 是 减弱 原来 的 电场 。 

根据 物质 的 磁化 过 程 ， 可 以 把 物质 的 磁性 能 分 为 3 种 类 型 。 

1. 抗 磁性 物质 

这 种 物质 在 通常 情况 下 ， 原 子 中 的 合成 磁 矩 为 零 。 当 外 加 磁场 时 ， 电 子 除了 自 旋 和 轨道 
运动 外 ， 还 要 围绕 外 加 磁场 发 生 运动 ， 这 种 运动 方式 称 为 进 动 。 分 析 表 明 ， 电 子 进 动产 生 的 
附加 磁 矩 方向 总 是 与 外 加 磁场 的 方向 相反 ， 导 致 物质 中 合成 磁场 减弱 。 因 此 ， 这 种 磁性 能 称 
为 抗 磁性 ， 所 有 的 有 机 化 合 物 和 大 部 分 无 机 化 合 物 是 抗 磁性 物质 ,， 银 、 铜 、 锯 、 锌 、 铅 及 汞 
等 也 属于 抗 磁性 物质 。 

2. 顺 磁性 物质 

这 种 物质 在 正常 情况 下 ， 原 子 中 的 合成 磁 矩 并 不 为 零 ， 只 是 由 于 热 运动 的 结果 ， 宏 观 的 
合成 磁 矩 为 零 。 在 外 加 磁场 的 作用 下 ， 除 了 引起 电子 的 进 动 ， 从 而 产生 磁性 以 外 ， 磁 偶 极 子 
的 磁 矩 方向 朝 着 外 加 磁场 方向 转变 ， 使 得 合成 磁场 增强 ， 这 种 磁性 能 称 为 顺 磁性 。 如 铝 、 
锡 、 镁 、 钓 、 铂 及 色 等 属于 顺 磁性 物质 。 

3. 铁 磁性 及 亚 铁 磁 性 物质 

上 述 抗 磁性 和 顺 磁性 物质 的 磁化 现象 均 不 显著 。 铁 磁性 及 亚 铁 磁 性 物质 在 外 加 磁场 作用 
下 ,会 发 生 显著 的 磁化 现象 。 这 种 物质 内 部 存在 “ 磁 畴 "， 每 个 “ 磁 畴 ”中 磁 矩 方向 相同 
在 没有 外 磁场 时 ， 每 个 “ 磁 畴 ”的 磁 矩 方向 杂乱 无 章 ， 披 此 不 同 ， 对 外 不 显示 磁性 。 在 外 
磁场 作用 下 ， 大 量 “ 磁 畴 ”发 生 转 动 ， 各 个 “ 磁 畴 ”方向 趋 于 一 致 ， 且 畴 界面 积 还 会 扩大 ， 
因而 产生 较 强 的 磁性 ， 这 种 磁性 能 称 为 铁 磁性 ， 例 如 铁 、 镍 、 销 等 。 这 种 铁 磁 性 物质 的 磁性 
能 还 具有 非 线性 特性 ， 且 存在 磁 灌 和 剩 磁 现象 。 还 有 一 类 金属 氧化 物 ， 它 们 的 磁化 现象 比 铁 
磁 物 质 稍 弱 一 些 ， 但 剩 磁 小 ， 且 电导 率 很 低 ， 这 种 物质 称 为 亚 铁 磁性 物质 ， 例 如 铁 氧 体 等 就 
是 亚 铁 磁性 物质 。 由 于 其 电导 率 很 低 ， 高 频 电磁 波 可 以 进入 内 部 ， 具 有 高 频 下 涡流 损耗 小 等 
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可 贵 的 特性 ， 使 得 铁 氧 体 在 高 频 和 微波 器 件 中 得 到 广泛 的 应 用 。 
由 上 可 见 ， 无 论 哪 种 磁性 能 物质 ， 磁 化 结果 都 在 物质 中 产生 了 磁 矩 。 因 此 ， 为 了 衡量 磁 
化 程度 ， 定 义 单位 体积 中 磁 矩 的 矢量 和 为 磁化 强度 矢量 ， 以 М 表示 ， 即 
Ўт 


М = іт 


Ва А 
式 中 ，mi 为 AV 中 第 i ЧА ОН: ДУ 为 微小 体积 ， 其 尺寸 远大 于 分 子 、 原 子 的 间 
距 ， 而 远 小 于 物质 及 场 的 宏观 不 均匀 性 。 磁 化 强度 取决 于 外 加 磁场 和 物质 本 身 的 特性 。 

物质 发 生 磁 化 后 ， 出 现 的 磁 矩 是 由 于 物质 中 形成 新 的 电流 П 
产生 的 ， 这 种 电流 称 为 磁化 电流 ， 也 叫 分 子 电流 。 实 际 上 ， 磁 
化 电流 是 由 于 物质 内 电子 的 运动 方向 改变 ,或 者 产生 新 的 运动 ар 
方式 形成 的 ， 但 是 形成 磁化 电流 的 电子 仍然 被 束缚 在 原子 或 分 у, 
子 周 围 ， 所 以 磁化 电流 又 称 为 束缚 电流 。 它 们 虽然 不 引起 电荷 
的 迁移 ， 但 是 它 和 发 生 电 荷 迁移 的 自由 电流 一 样 能 产生 磁场 。 19410 媒质 中 的 破 化 电流 

在 媒质 内 任 取 一 块 面积 为 S$， 其 周 界 为 !， 如 图 4-10 所 示 。 可 以 看 出 ， 只 有 分 子 电流 与 
5 相交 链 时 ， 对 5 面 的 电流 才 有 贡献 。 与 S 面相 交 链 的 分 子 电流 有 两 种 情况 ， 一 种 是 在 面 内 
交 链 ， 分 子 电流 穿 人 穿 出 5 面 各 一 次 ， 其 对 5 面 总 的 电流 没有 贡献 ， 如 图 4-10 中 分 子 电流 
1; 另 一 种 情况 是 与 5 面 的 边界 线 ! 交 链 的 分 子 电流 ， 它 们 只 通过 5 面 一 次 ， 因 而 对 S 面 的 
总 电流 有 贡献 ， 如 图 4-10 中 分 子 电流 2; 分 子 电流 3 不 与 $ 面相 交 链 。 在 5 的 边界 线 1 上 取 
元 长 度 Чї, аг 的 方向 沿边 界线 ! 的 环绕 方向 。 若 媒质 是 均匀 的 ， 在 ар 附近 磁化 可 看 做 是 均 
匀 的 。 设 分 子 电流 为 7， 面积 为 e， 则 分 子 电流 的 磁 偶 极 算 为 四 =al, Aa HR, d 为 轴 
的 圆柱 体 ， 柱 内 的 分 子 均 与 dl 交 链 ， 且 通过 5 面 一 次 。 柱 内 的 分 子 数 为 Na . dl, У 为 单位 
体积 内 的 分 子 数 。 因 此 ， 圆 柱 内 的 分 子 对 5 面 贡献 的 磁化 电流 为 

dl。= INa » dl = Nm · dl = М · dl 
穿 过 S 面 的 总 磁化 电流 为 


2 


1. =фм-а (4-19) 
将 5 面 的 磁化 电流 用 磁化 电流 密度 J。 表示 ， 则 
1. = [2.585 =$м-а 
应 用 斯 托 克 斯 定理 ， 则 有 
[2:48 = | Vx M - dl 
由 于 5 的 任意 性 ， 则 有 
Ja = VxM (4-20) 
Җ (4-19) 表明 在 磁化 的 媒质 中 磁化 强度 沿 任 一 闭合 路 径 的 环流 量 等 于 该 闭合 回路 包围 
的 总 磁化 电流 。 式 (4-20) 表示 媒质 内 任 一 点 的 磁化 电流 密度 是 该 点 磁化 强度 的 旋 度 。 
对 于 不 同 导 磁 媒质 的 分 界面 ， 由 于 磁化 强度 不 同 ， 分 界面 上 会 出 现 磁化 面 电流 ， 下 面 推 
导 磁 化 面 电流 的 计算 。 
在 媒质 分 界面 上 作 一 矩形 回路 ， 如 图 4-11 所 示 ， 平 行 于 分 界面 的 边 长 为 АҺ, A, 足够 
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小 ， 认 为 在 М, 上 均匀 磁化 ， 垂 直 于 分 界面 的 边 长 į ej „м 

度 为 AL 一 0， 由 式 〈4-19) ， 若 分 界面 存在 磁化 面 电 。 “ = Н 

ж.д H- а----- 
l, = $M- dl = (М - Ma)Al, = K„Al, Е mo l 


RH, К, 为 磁化 面 电流 密度 ， 其 正 负 取 决 于 它 的 方 图 4-11 媒质 分 界面 磁化 面 电流 
向 与 Mi 绕 行 方向 是 否 满足 右手 螺旋 关系 ， 写 成 矢量 
形式 为 
e, x (M, -M,) = К, 
式 中 ，e, 为 媒质 1 指向 媒质 2 的 单位 法 向 矢量 。 若 媒质 2 为 真空 ， 则 媒质 1 中 磁化 面 电流 密 
度 为 
К, =-e, xM, 

在 具有 导 磁 媒质 的 磁场 中 ， 将 导 磁 媒 质 的 磁化 电流 对 磁场 的 作用 用 等 效 的 电流 分 布 表 
示 ， 将 物质 “ 抽 去 "， 将 等 效 电流 分 布 当 做 真空 中 已 知 的 电流 分 布 来 处 理 ， 看 做 是 磁场 的 
源 ， 磁 场所 遵循 的 基本 定律 形式 上 仍 满足 真空 中 磁场 定律 。 

任意 取 一 闭合 路 径 !， 应 用 真空 中 的 安培 环 路 定律 ， 则 磁感应 强度 沿 此 回路 的 线 积分 为 


фв.а = У, (1+1) 
RP, УГ 为 与 回路 ! 相交 链 的 传导 电流 的 代数 和 ; У, 为 与 回路 1 相交 链 的 磁化 电流 的 代数 和 。 
HR (4-19) 代 人 上 式 ， 则 可 以 写成 
$B- dl = pol 5 1+$M- dl) 
Bp 


B 
= -м\-4 = 1 (4-21) 
(2 -uu х 
可 以 看 出 磁化 强度 М 与 真空 中 的 磁场 强度 Ho -„ Жинин, +: 
= B -M (4-22) 
= 


为 媒质 中 的 磁场 强度 ， 则 式 (4-21) 可 写 为 
фн-а = Уи (4-23) 
R (4-23) 为 安培 环 路 定律 的 一 般 形 式 ， 它 对 媒质 中 和 真空 中 的 磁场 都 适用 ， 在 真空 
中 ,无 磁化 电流 ， 即 M =0, R (4-22) 变 为 式 (4-16) ， 式 (4-23) 变 为 式 (4-17), EE 
表明 ， 磁 场 强度 沿 任 一 闭合 路 径 的 环流 量 等 于 该 闭合 曲线 所 限定 面积 上 穿 过 的 传导 电流 的 代 
数 和 ， 而 与 媒质 的 分 布 无 关 。 由 此 可 见 ， 磁 场 强度 的 引入 简化 了 媒质 中 磁场 的 分 析 计 算 。 
应 用 斯 托 克 斯 定理 于 式 (4-23) ， 可 得 
фн-а = [vxm:ds=1= [1-48 
即 
VxH =J (424) 
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这 是 微分 形式 的 安培 环 路 定律 。 
磁化 强度 描述 媒质 在 外 磁场 中 被 磁化 的 程度 ， 对 于 线性 媒质 ， 磁 化 强度 与 磁场 强度 成 正 
比 ， 即 
М = Х.н (4-25) 
RP, Xa 为 媒质 的 磁化 率 ， 是 一 个 无 量 纲 的 常数 。x。>>1 为 铁 磁性 物质 , Xa 20 且 接 近 于 0 
为 顺 磁性 物质 , x。<0 且 接 近 于 0 为 抗 磁性 物质 。 对 于 非 线性 媒质 ， 如 铁 磁 质 , x。 不 是 常 
数 ， 是 磁感应 强度 В 的 函数 。 
HR (4-25) RAR (4-22) 可 得 
В = (Н + М) = p(l +у„)Н 
5 
ш = (1 +.) 
则 有 
B = pH (4-26) 
RH, и 为 媒质 的 磁 导 率 ， 单 位 是 享 每 米 (H/m) ， 对 于 真空 , y =poo 
R (4-26) 称 为 媒质 特性 的 本 构 关系 方程 ， 对 于 线性 媒质 ,/ 是 常数 ， 对 于 非 线 性 媒 
Ж, p 是 磁感应 强度 В 的 函数 。 


实际 中 经 常 使 用 磁 导 率 的 相对 值 ， 即 相对 磁 导 率 ， 定 义 为 媒质 的 磁 导 率 与 真空 磁 导 率 的 
比值 ， 即 
м = pa =1+xe 


相对 磁 导 率 是 由 媒质 本 身 特性 决定 的 ， 表 4-1 给 出 了 部 分 常用 材料 的 相对 磁 导 率 。 对 于 
各 向 同性 磁性 材料 ， 甩 平行 于 B。 对 于 各 向 异性 磁性 材料 ， 一 般 五 不 平行 于 B， 而 两 个 场 量 
之 间 的 关系 以 矩阵 的 形式 表示 如 下 : 


B,\ (ps ps шүн, 
В, |= |а. Hn Hy |Н, 
В, m Hy Hu МН, 


表 4-1 ”常用 材料 的 相对 磁 导 率 A， 


и ж Hr м N Mr 
7 0. 999 993 554 Г 60 
# 0. 999 998 6 铁 粉 ~ iw 

石蜡 0. 999 999 42 机 器 钢 300 
жи 0.999 999 5 铁 氧 体 100 
银 0. 999 999 81 坡 莫 合金 45 2 500 
ш“ 1.000 000 65 变压器 钢 3000 
ж 1. 000 000 79 砂 铁 3 500 

жй 1.000 04 ай 4 000 

硫酸 锰 1.0001 上 人 磁性 合金 20 000 
Ыы 50 SERN 30 000 

铸铁 60 镍 铁 钼 导 磁 合金 100 000 
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914-6 一 根 细 而 长 的 导线 沿 z 轴 放置 ， 载 有 电流 /， 求 真空 中 任 一 点 的 磁场 强度 和 磁 感 
应 强度 。 
解 长 直 导线 产生 的 磁场 是 轴 对 称 的 ， 对 半径 为 > 的 圆 应 用 安培 环 路 定律 得 


[иса = [ наь = олн, =1 
磁感应 强度 为 


可 见 用 安培 环 路 定律 和 倒 加 积分 法 计算 的 磁感应 强度 的 结果 是 一 样 的 。 

例 4.7 有 一 方形 截面 的 铁 环 ， 环 的 内 、 外 半径 分 别 为 a 和， 高 为 上 ， 铁 环 的 相对 磁 导 
Жур, ЕЕ У 臣 通 有 电流 /的 线圈 ， 忽 略 漏 磁 的 情况 下 ， 求 : (1) 环 的 截面 内 的 磁 
场 强度 Н 和 磁感应 强度 В; (2) 环 内 的 总 磁 通 ; (3) 磁化 强度 矢量 ; (4) 磁化 体 电流 密度 
和 磁化 面 电流 密度 。 

解 (1) 当 r<a 时 和 当 r>8 时 , H=B=0， 当 asr<b 时 ， 由 安培 环 路 定理 得 

[H-an 


由 磁场 分 布 的 对 称 性 ， 上 述 积分 为 到 mr = NI1， 可 得 


КИЛ 
ВЕНЕ ае, 
(2) 环 内 的 总 磁 通 为 
шош. МЪ b 
Ф = |в. 45 = | B- hdre, = 5—7. 
(3) 磁化 强度 矢量 
(а -1)М 
М =ҳ.Н = (m, -1)Н =-———е, 
2mr 
(4) 磁化 体 电流 密度 
Ja = VxM=0 
铁 环 上 表面 的 磁化 面 电流 密度 
(и, -1)NI 
Ka =Mxe,= 人 h 
铁 环 下 表面 的 磁化 面 电流 密度 
(ш. = DN 
Ka =Mx(-e) =-— oe, 
2mr 
铁 环 内 表面 的 磁化 面 电流 密度 
(и. — DNI 
Ks =М|„„х(-6,) = — s, 


2ma 
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铁 环 外 表面 的 磁化 面 电流 密度 
(и. = DNI 
EE Хе, A oa 
К 2mb 
例 4-8 已 知 半径 为 a、 磁 导 率 为 的 无 限 长 导 磁 媒质 圆柱 ， 其 中 心 有 无 限 长 的 线 电流 
7， 圆柱 外 为 空气 。 求 圆柱 内 、 外 的 磁场 强度 、 磁 感应 强度 和 磁化 强度 。 
解 先 利用 安培 环 路 定律 求 磁场 强度 ， 再 由 磁场 强度 计算 磁感应 强度 和 磁化 强度 。 以 线 
电流 7 为 轴线 ， 半 径 7 的 圆周 为 积分 路 径 


$H- dl = 2лтН, =1 
d 


当 0<r<a 时 


当 r>a 时 


4.2.3 铁 磁 材 料 的 静态 磁 滑 回 线 


铁 磁 材料 具有 很 大 的 相对 磁 导 率 ， 在 10° ~ 10° 之 间 ， 其 至 更 高 ， 这 些 材 料 的 如 和 及 之 
间 的 关系 为 非 线性 的 ， 具 有 磁 滞 现象 ， 即 依赖 于 材料 以 前 的 历史 记录 的 B 和 五 之 间 的 关系 。 

铁 磁 材料 具有 很 强 的 磁 偶 极 矩 ， 铁 磁 材 料 的 磁化 可 以 用 磁 畴 (domain) 在 磁场 中 的 变化 
解释 。 磁 畴 是 材料 中 的 一 个 小 区 域 ， 原 子 的 磁 偶 极 矩 在 没有 外 加 磁场 时 在 某 一 个 小 区 域内 沿 
任意 方向 排列 ， 如 图 4-12a 所 示 ， 这 种 任意 取向 是 由 于 相关 联 的 能 量 最 小 化 ， 宏 观 表现 为 净 
磁化 为 零 。 在 外 加 磁场 的 情况 下 ， 磁 畴 顺 外 加 磁场 取向 ， 如 图 4-12b 所 示 ， 去 除外 加 磁场 ， 
材料 不 会 回 到 原来 的 未 磁化 状态 ， 仍 然 维持 一 部 分 沿 外 加 磁场 方向 的 磁化 ， 必 须 加 一 个 相反 
方向 的 外 加 磁场 才能 使 净 磁化 回 到 零 。 


а) 无 外 加 磁场 b) 有 外 加 磁场 
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图 4-13 给 出 了 描述 铁 磁 材料 B 和 五 之 间 的 关系 的 典型 曲线 ， 称 为 静态 磁 灌 回 线 
(hysteresis loop) 。 磁 化 过 程 为 ao15 一 b2c 一 c3d 一 d4e 一 e5f 一 f6g 一 g75， 图 中 <。 点 对 应 的 磁 感 
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应 强度 В, PKH El (remanent flux density) , d 点 对 应 的 磁化 强度 Н, 为 矫 顽 力 (coercive 


force) > 


184-13 ИЫ PEOS ЫК 


4.3 ”恒定 磁场 的 基本 方程 ， 分 界面 上 的 衔接 条 件 


4.3.1 恒定 磁场 的 基本 方程 


人 磁 通 连续 性 定理 和 安培 环 路 定律 表征 了 恒定 磁场 的 基本 性 质 ， 不 论 导 磁 媒 质 分 布 情况 如 
何 ， 凡 是 恒定 磁场 ， 都 具备 这 两 个 特性 ， 即 


和 =/ 


{в-45 =0 
其 相应 的 微分 形式 的 基本 方程 为 
VxH =J 
V-B =0 
可 见 恒定 磁场 是 无 源 有 旋 场 。 对 于 各 向 同性 的 媒质 ， 恒 定 磁场 的 媒质 本 构 关系 方程 为 
В = pH 


需要 注意 的 是 ， 对 于 铁 磁 物质 ， 上 述 本 构 关系 方程 为 非 线性 。 此 外 ， 该 方程 也 是 恒定 磁 
场 中 磁感应 强度 与 磁场 强度 两 个 物理 量 之 间 必须 遵循 的 约束 方程 ， 此 方程 与 上 面 两 组 方程 合 
在 一 起 分 别 构成 了 恒定 磁场 积分 形式 的 基本 方程 和 微分 形式 的 基本 方程 。 


4.3.2 分 界面 上 的 衔接 条 件 


恒定 磁场 中 ， 当 场 域 中 存在 不 同 的 磁 媒 质 时 ， 在 
媒质 分 界面 处 ， 同 样 会 出 现场 量 的 突变 。 下 面 推导 磁 
场 强度 和 磁感应 强度 在 两 种 不 同 媒质 分 界面 上 满足 的 
衔接 条 件 。 类 似 静 电场 ， 利 用 恒定 磁场 的 基本 方程 的 
积分 形式 推导 场 量 在 不 同 媒质 分 界面 的 衔接 条 件 。 在 
媒质 分 界面 上 ， 围 绕 任 一 点 取 一 矩形 回路 ， 方 向 如 图 
4-14 所 示 。 令 AD 一 0， 如 果 分 界面 上 存在 自由 面 电 ”图 4-14 在 分 界面 上 应 用 安培 挟 路 定律 
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流 ， 面 电流 密度 为 天 ， 根 据 安培 环 路 定律 ФН dl = 1 ， 可 以 证 明 
е„х‹Н,-Н)= К (4-27) 
其 中 ，e, 为 分 界面 上 从 媒质 1 指向 媒质 2 的 法 线 方向 单位 矢量 。 如 果 分 界面 上 无 自由 面 电 
й, K=0, WA 
e, x (H, - Н) = 0 (4-28) 
写成 标量 形式 为 
Н, = Н. (4-29) 
在 这 种 条 件 下 ， 磁 场 强度 的 切 向 分 量 是 连续 的 。 
在 媒质 分 界面 上 作 一 扁 圆柱 体 ， 如 图 4-15 所 示 ， 


нф Alo, WRES B -dS = 0， 有 


фв.а5 = В, .eAS - В, - e,AS = 0 


Bp 
e, * (B, – В) = 0 (4-30) 图 4-15 在 分 界 而 上 应 用 磁 通 连续 性 定理 
， 写 成 标量 形式 为 
Bn = В, (4-31) 
可 见 ， 磁 感应 强度 的 法 线 方向 分 量 总 是 连续 的 。 
当 分 界面 上 无 自由 面 电流 时 ， 如 两 种 媒质 均 为 各 向 同性 ， 图 4-14 和 图 4-15 В, = ол, 
В. =o， 由 式 (4-29) 和 式 (4-31) 并 考虑 到 B =pH， 则 在 它们 的 分 界面 上 B 线 和 五 线 的 
折射 规律 为 
me а (4332) 
tana, ш 
Җ (4-32) 为 恒定 磁场 的 折射 定律 ， 表 明 磁场 从 第 一 种 媒质 进入 到 第 二 种 媒质 时 ， 它 的 
方向 要 发 生 改 变 。 
特殊 地 ， 当 磁场 由 铁 磁 物质 进入 到 非 铁 磁 物质 时 ， 由 于 铁 磁 物质 的 磁 导 率 比 非 铁 磁 物 质 
大 得 多 ， 故 在 铁 磁 物质 中 无 论 磁感应 线 与 分 界面 的 法 线 成 什么 角度 〈 只 要 不 是 90") ， 它 在 
紧邻 分 界面 的 非 铁 磁 物 质 中 ， 都 可 以 认为 是 与 分 界面 相 垂直 的 。 如 设 上 = 300и, и, = о, 
则 当 m =80° 时 ， 在 介质 2 中 磁感应 强度 线 与 法 线 的 夹 角 


а = ЕЕ Ho ) = arctan0. 00955 = 33' 


即 在 铁 磁 物质 与 非 铁 磁 物质 交界 面 处 ， 在 非 铁 磁 物质 中 磁力 线 近似 垂直 于 分 界面 。 
#149 设 x=0 平 面 是 两 种 媒质 的 分 界面 ， 且 分 界面 上 无 电流 分 布 ，x < 0 处 媒质 的 相 
对 磁 导 率 为 ws =4，x >0 处 媒质 的 相对 磁 导 率 为 we =3。 已 知 B = (12е, +8е,) Т, R B, 
н. Н, 
1 


解 в-ин, жн, = в,=——В,- (Že, + 2) = (2.4е, + 1.бе,) х10%А/ш 
Pa Hako Ho Ho 


@ 工程 电磁 场 与 电磁 波 基础 
由 介质 分 界面 衔接 条 件 ， 且 分 界面 上 无 电流 分 布 ， 有 
В„ = В„ = 12T 


2 
Н, = Н, = Ала 
Ho 


1 
在 介质 2 中 ,Bs =3poHn 56T, Н, =3 Ban =3.2 x 10°A/m 
Шо 


由 此 可 得 
В, = (12е, + 6e,)T 
Н, = (3.2е, + 1. бе,) х 10°А/т 
例 4-10 一 个 半径 为 r=0.1m， 相 对 磁 导 率 u, =5 的 圆柱 体 ， 其 磁感应 强度 为 
Bet, 若 圆柱 外 为 空气 ， 试 求 分 界面 空气 一 侧 的 磁感应 强度 。 
й 分 界面 为 半径 为 0. 1m 的 圆柱 面 ， 圆 柱 体 界面 内 的 磁感应 强度 为 
B, = көт = 2е,Т 
B, 的 方向 为 分 界面 的 切 向 方向 ， 圆 柱 体外 表面 的 磁场 强度 和 磁感应 强度 设 为 H。 和 В, 
由 分 界面 衔接 条 件 得 ` 


Ha = Н, = 
圆柱 体外 表面 的 磁感应 强度 为 
В, = В.е, = Н, = тте, =0.4e,T 


B, 
Hio Spo 


4.4 恒定 磁场 的 位 函数 及 其 边 值 问题 


讨论 静电 场 时 ， 由 于 静电 场 的 无 旋 性 ， 引 入 了 标量 位 函数 ， 即 电位 p ,方便 描述 电场 
的 性 质 分 布 ， 并 简化 了 静电 场 的 计算 。 对 于 恒定 磁场 ， 同 样 希望 根据 恒定 磁场 的 基本 性 质 找 
到 相应 的 位 函数 来 描述 其 磁场 ， 以 方便 讨论 恒定 磁场 的 分 布 与 计算 。 


4.4.1 标量 磁 位 


在 恒定 磁场 中 ， 由 其 旋 度 方程 Ух Н =] 可知 磁 场 不 是 无 旋 场 ， 但 是 在 没有 电流 分 布 的 
区 域内 ， 传 导电 流 密度 J=0， 即 
VxH=0 
上 式 表明 该 区 域 为 一 无 旋 场 。 根 据 矢量 分 析 恒 等 式 ， 在 传导 电流 为 零 的 区 域内 ， 一 定 存 
在 标量 磁 位 函数 p。 满足 
H =- Vo, (4-33) 
RH, pa 称 为 标量 磁 位 (scalar magnetic potential) ， 也 称 为 磁 位 ， 在 国际 单位 制 中 ，w。 的 
单位 是 安 (А) 。 引 入 磁 位 的 概念 完全 是 为 了 使 某 些 情况 下 磁场 的 计算 简化 ， 它 并 无 物理 意 
义 ， 式 中 负 号 只 是 为 了 和 静电 场 中 相应 的 方程 对 应 。 


第 4 章 恒定 磁场 з) 


磁 位 相等 的 各 点 连 成 的 曲面 称 为 等 磁 位 面 ， 其 方程 是 p。 = const。 由 式 (4-33) 知 ， 等 
磁 位 面 与 磁场 强度 H RAETH 

在 铁 磁 物质 内 无 自由 电流 的 情况 下 ， 因 为 铁 的 磁 导 率 远大 于 真空 的 磁 导 率 ， 故 铁 磁 物质 
的 吾 与 空气 中 的 吾 相 比 很 小 ， 因 此 磁 导 率 很 大 的 铁 磁 材 料 表面 是 近似 的 等 磁 位 面 。 

仿照 静电 场 中 的 电压 的 公式 ， 定 义 磁场 中 两 点 间 的 磁 压 为 

Us =f a-a- f” ao, = Ф. Pm 

在 静电 场 中 ， 两 点 的 电压 与 路 径 无 关 ， 只 与 两 点 的 位 置 ед 
有 关 ， 只 要 选 定 参考 点 ， 场 中 各 点 都 有 确定 的 电位 值 。 但 在 / 
磁场 中 ， 情 况 就 不 同 了 。 如 图 4-16 所 示 ， 取 一 围绕 电流 的 ! 
闭 和 路 径 aebca 来 求 吾 的 线 积分 ， 则 根据 安培 环 路 定律 ， 应 КА; 
жона = гаштй [,н-й=[н-й+„шй ©\ у 7 
积分 回路 arbca 围绕 电流 大 次 (上 是 任意 整数 ) ， 则 ~ 

$ „Hid =k 


即 194-16 磁 位 与 积分 路 径 的 关系 


[„н+Ч=[„н-ш+ы 
这 说 明 在 磁场 中 ，a、b 两 点 间 的 磁 压 随 积分 路 径 而 变 。 这 样 ， 对 于 磁场 中 的 任意 一 点 
来 说 ， 即 使 选 定 参考 点 ， 其 磁 位 仍 是 一 个 多 值 函数 。 磁 位 的 多 值 性 ， 对 于 计算 磁感应 强度 并 
没有 影响 。 在 电流 回路 引起 的 磁场 中 ， 若 积分 路 线 不 穿 过 载 流 回路 所 限定 的 面 ， 则 磁场 中 各 
点 的 磁 位 为 单 值 函 数 ， 两 点 的 磁 压 也 就 与 积分 路 径 无 关 了 ， 这 样 可 以 避免 磁 位 的 多 值 性 。 
例 4-11 计算 一 无 限 长 直 导 线 电 流 的 标量 磁 位 。 
解 长 直 导 线 的 磁场 强度 ` 


Н = —е, 
2mr 
由 及 = - Vo, KELER Von = сте, +L Ene, + Dee ， 得 
Ф. Pa 27.6 e әф * 79: 
дар. 工 
了 жы--ч4 
Фл=-1/8 
则 1 Фы=—31/8` В, < 
Pa =- 25% +C 
令 4=0 时 ，g。=0， 则 有 „=й =» 
Ф. =- 2% 
T 
Pm=-51/8 Фы=—718 
长 直 导 线 的 等 标量 磁 位 线 是 一 族 射线 ， 标 量 磁 位 随 中 


Pa=-31/4 


坐标 增加 而 碱 小 ; 磁力 线 是 一 族 圆 ， 互 的 方向 总 是 由 高 磁 
位 面 指向 低 磁 位 面 ， 如 图 4-17 所 示 。 ш ЖШ 


(6: 工程 三 二 与 电磁 法 基础 


#1412 计算 图 4-18a 所 示 双 线 传输 线 周围 的 标量 磁 位 分 布 。 
解 ”利用 例 4-11 结果 ， 可 得 双 线 传输 线 的 标量 磁 位 为 
1 1 


即 
Ф. = ® 
等 标量 磁 位 线 方程 为 p。 = 常数 ， 即 a = 常数 ， 可 得 等 标量 磁 位 线 如 图 4-18b 所 示 。 双 线 
传输 线 的 等 磁 位 线 是 一 族 以 双 线 连 线 为 弦 的 圆 绰 ， 磁 力 线 是 一 族 与 等 磁 位 线 正 交 的 圆 。 


a) 双 线 传输 线 D) R R AIRE R 


图 4-18 例 4-12 图 


4.4.2 标量 磁 位 的 边 值 问题 


在 无 电流 区 域 ， 在 磁场 基本 方程 VY B=0 中 ， 代 入 磁感应 强度 В 与 磁场 强度 Н 的 关系 
В=џН, FHEA H=- Vo., WA 
V: (-u Von) =- У-иЎф„=0 
Bp 
А (4-34) 
Җ (4-34) 为 恒定 磁场 标量 磁 位 的 拉 普 拉 斯 方程 的 一 般 形式 。 当 磁场 区 域 存在 铁 磁性 媒 
质 时 ， 由 于 铁 磁性 媒质 的 jx 为 非 线性 的 ， 式 (4-34) 为 非 线性 拉 普 拉 斯 方程 ， 它 描述 了 恒定 
磁场 中 不 存在 电流 区 域 的 情况 。 
对 于 直角 坐标 系 ， 恒 定 磁 场 的 拉 普 拉 斯 方程 展开 式 为 
af bp。 3| ago әү ap。 
(и Фе) + ау (e Ee) + аг (e Ze) = 0 
两 种 不 同 分 界面 上 的 边界 条 件 式 (4-29) 和 式 (4-31) 用 标量 磁 位 表示 为 
Фа = Фә (4-35) 


Ша 2 = ра (4-36) 


第 4 章 恒定 磁场 13) 


R (4-34), R (4-35) 和 式 (4-36) 与 场 域 边界 条 件 一 起 就 构成 了 用 标量 磁 位 描述 恒 
定 磁场 的 边 值 问题 。 可 以 通过 求 标量 磁 位 的 拉 普 拉 斯 方程 在 给 定 边界 条 件 下 的 解答 来 求 得 磁 
场 分 布 ， 较 之 直接 计算 场 矢量 妃 或 吾 要 简单 。 但 是 在 应 用 时 ， 还 需 考虑 在 该 区 域内 标量 磁 
位 的 适用 条 件 ， 即 应 注意 在 有 电流 分 布 的 区 域 里 ， 不 能 引用 标量 磁 位 。 
对 于 均匀 的 线性 的 各 向 同性 的 媒质 ,jz 为 常数 ， 则 式 (4-34) 变 为 
УФ, = 0 (4-37) 
R (4-37) 为 均匀 线性 各 向 同性 媒质 中 恒定 磁场 标量 磁 位 的 拉 普 拉 斯 方程 。 


443 部 分 标量 位 


当场 域 中 包括 有 电流 的 区 域 时 ， 可 以 认为 空间 任何 一 点 的 实际 磁场 是 电流 源 部 分 所 产生 
的 磁场 H, 和 物质 被 磁化 所 产生 的 磁场 Н„ 两 部 分 的 人 到 加 ， 即 磁场 强度 Н 可 分 为 两 部 分 
H =H, +H, 
式 中 ，H 是 空间 任 一 点 的 磁场 强度 ; Н, 为 由 宏观 传导 电流 在 真空 介质 中 产生 的 磁场 强度 ; 
H. 为 由 于 铁 磁 物质 被 磁化 由 分 子 电 流 磁 矩 产生 的 磁场 强度 。 
对 于 由 传导 电流 了 产生 的 磁场 强度 Н,, H 
VxH, =J 
磁化 产生 的 磁场 强度 Н, 的 旋 度 为 零 ， 即 
VxH,=0 
及 ,为 一 无 旋 场 。 因 此 ， 根 据 矢量 分 析 恒 等 式 ， 则 一 定 存在 标量 磁 位 函数 。， 满 足 
Н, =- Vo. 
这 里 的 标量 磁 位 р, 部 分 描述 了 磁场 的 性 质 ， 它 的 负 梯 度 表征 了 磁化 部 分 的 磁场 强度 ， 称 为 
部 分 标量 位 。 相 应 的 磁场 区 域 中 无 电流 源 时 引入 的 标量 位 称 为 全 标量 位 。 
НУ. В=0, 以 及 B=yH=p(H,+H,) , # 
У.(иН,) - У-(иЎф„) =0 
写成 泊 松 方程 形式 为 
Ў-(иЎе„) = У-(иН,) 
上 式 即 为 部 分 标量 位 的 微分 方程 。 
对 恒定 磁场 五 = 有 ,+H,。， 由 电流 产生 的 磁场 强度 Н, 可 用 积分 方法 ， 即 比 奥 - 萨 伐 尔 定 
律 求 得 。 若 电流 密度 了 已 知 ， 所 占 空间 为 六 ， 则 由 式 (4-7) ,磁场 强度 为 
1p Јхев 
бау е“! 
式 中 ,J 为 电流 密度 矢量 ; R 为 从 源 点 到 场 点 间 的 距离 ;ex 为 从 源 点 指向 场 点 的 单位 矢量 。 


4.4.4 ЖЩ 


恒定 磁场 中 无 电流 存在 的 区 域 由 于 磁场 的 无 旋 性 ， 可 以 引入 标量 磁 位 函数 来 描述 ， 但 是 
标量 磁 位 不 能 适用 于 有 电流 分 布 的 区 域 。 引 入 矢量 磁 位 更 具有 一 般 性 。 
由 于 恒定 磁场 的 无 散 性 ， 即 У. B =0， 根 据 矢量 恒等式 
V.(Vx4) =0 
可 以 引入 一 个 矢量 磁 位 函数 4， 将 磁感应 强度 表示 为 其 旋 度 


($ гавазљашака 


В = VxA (4-38) 
显然 , 式 (4-38) 恒 满足 V+B= + (УХА) =0。 这 个 矢量 函数 4 称 为 恒定 磁场 的 
矢量 磁 位 (vector magnetic potential) ， 也 称 为 磁 矢 位 。 该 矢量 磁 位 A 在 整个 磁场 区 域 都 存 
在 ,包括 有 电流 的 区 域 和 无 电流 的 区 域 。 在 国际 单位 制 中 ， 它 的 单位 是 韦 每 米 (Wb/m) 。 
由 安培 环 路 定律 的 微分 形式 Vx 五 =J]， 同 时 考虑 到 В =pH， 因 此 有 


A | 
ш 
再 把 式 (4-38) RAER, T4 
ух! VxA =J (4-39) 
т 


Җ (4-39) 称 为 双 旋 度 方程 (curl-curl equation) ， 为 恒定 磁场 矢量 磁 位 的 泊 松 方程 的 一 
般 形 式 。 对 于 非 线性 媒质 ,jp 不 仅 是 坐标 的 函数 ， 而 且 是 磁感应 强度 B 的 函数 ， 也 即 是 矢量 
磁 位 4 的 函数 。 

在 矢量 场 中 ， 要 唯一 地 确定 一 个 矢量 ， 必 须 同时 知道 它 的 散 度 与 旋 度 。 式 (4-38) 只 定义 了 
А 的 旋 度 ， 这 就 导致 了 4 的 多 值 性 。 为 了 保证 А 的 单 值 性 ,需要 人 为 规定 4 WBE, HEA 的 
散 度 叫 做 选择 规范 。 求 解 4 的 目的 是 为 了 求解 BB， 选 择 不 同 的 A 的 散 度 不 影响 B 的 结果 ， 所 以 选 
FEA 的 规范 的 原则 是 使 4 的 方程 尽量 简单 。 因 此 ， 在 本 节 和 第 5 章 中 选择 了 不 同 的 规范 。 选 择 规 
范 只 能 保证 4 的 单 值 性 ， 要 唯一 地 确定 矢量 磁 位 4， 还 需 给 定 4 的 参考 点 。 

XIR (4-39) 应 用 矢量 恒定 式 Yx (УХА) =У(У.А) - (У. У) 4, 为 了 简 
便 ， 这 里 选 定 4 的 散 度 为 零 ， 即 

V.4=0 (4-40) 

式 (4-40) 称 为 库仑 规范 (Coulomb's gauge) 条 件 。 在 各 向 同性 、 线 性 、 均 匀 磁 媒质 

中 ,为 常数 ， 因 此 可 以 将 式 (4-39) 双 旋 度 方 程 转化 为 矢量 泊 松 方程 


L yA =-J (4-41) 
ш 


即 
VA = -MU (4-42) 
Җ (4-42) 即 为 各 向 同性 、 线 性 、 均 匀 磁 媒质 中 矢量 磁 位 4 满足 的 泊 松 方程 。 在 无 源 
区 中 , J=0, WR (4-42) 变 为 
УА =0 (4-43) 
Җ (4-43) 为 在 无 源 区 各 向 同性 的 线性 均匀 导 磁 媒质 中 矢量 磁 位 4 满足 矢量 形式 的 拉 
普 拉 斯 方程 。 在 直角 坐标 系 中 ， 矢 量 形式 的 泊 松 方程 和 拉 普 拉 斯 方程 均 可 分 解 为 相应 的 3 个 
坐标 分 量 的 标量 方程 。 在 直角 坐标 系 中 式 (4-42) 的 3 个 坐标 分 量 方程 为 


УА, =- ш], (4-44а) 
VA, = - р], (4-44) 
ЎА, = - ш], (4-44) 


R (4-44) 中 的 这 3 个 方程 的 形式 和 静电 场 电位 的 泊 松 方程 完全 一 样 。 参 照 静 电场 中 
泊 松 方程 的 解答 形式 ， 当 电流 分 布 在 有 限 空 间 ， 且 规定 无 限 远 处 矢量 磁 位 的 值 为 零 时 ，3 个 
方程 的 解答 是 
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af LW 
А, = 全 上 (4-45a) 
1,4у' 
ш 
А, = pa (4-45b) 
J.dy’ 
SE 
А, = il = (4-450) 
将 式 (4-45) 中 的 3 个 式 子 合并 ， 即 得 
= шр ЈЕУ (4-46) 
47% R 


对 于 面 分 布 和 线 分 布 电 流 ， 其 元 电流 段 为 KdS 和 /di 形式， 因此 由 这 两 种 电流 分 布 引起 
的 矢量 磁 位 应 为 


Б 

эз = 4 К 0—47) 
Ial’ 

“Г 48) 


可 见 ， 每 个 元 电流 产生 的 矢量 磁 位 与 元 电流 有 相同 的 方向 ， 
这 就 是 引入 矢量 磁 位 的 优势 。 磁 场 的 方向 取决 于 元 电流 和 源 点 到 
场 点 的 距离 的 方向 ; 而 矢量 磁 位 的 方向 仅 取决 于 元 电流 的 方向 。 
例 4-13 应 用 矢量 磁 位 分 析 真 空中 磁 偶 极 子 的 磁场 。 
解 ” 设 磁 偶 极 子 被 置 于 хОу 平面 上 ， 如 图 4-19 所 示 。 根 据 
式 (4-48) ， 任 一 点 的 矢量 磁 位 可 写成 
деца 
4т/ R 


ЖИАНЫН $ шй! = f e, х YudS ， 则 上 式 可 改写 为 


4 = = [ex v( ajes = ыр (е. х | 图 4-19 94-1319 


由 于 磁 偶 极 子 的 尺度 远 小 于 磁 偶 极 子 到 场 点 的 距离 ，R~r, en~e,， 因 而 上 式 可 以 写成 


Hol A ы 
ђе 


| Ce, xe as 


4т! 
由 于 
2 г хе, + уе, +2е, гзіпбсозфе, + гѕіпбвіпфе, + гсоѕбе, 
Ре таъ r = r 
RAA 中 可 得 矢量 磁 位 的 分 量 
=- Pol Singsing 
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转换 到 球面 坐标 ，4 的 分 量 是 
ЖД 
А, = 0,А, = 0,А„ = 一 一 sing 
Anr 
通过 球面 坐标 系 中 的 旋 度 运算 ， 可 得 到 磁感应 强度 的 分 量 
ЖД polS | 
В, = cos0,B, = sing, Bs = 0 
лг 4тг 
定义 磁 偶 极 子 的 磁 偶 极 矩 〈 简 称 磁 矩 ) т=15, ЗР ЛЖ (A m), RAE 
式 ， 可 将 上 面 的 矢量 磁 位 4 和 磁感应 强度 B 两 式 写 为 


Hom А 
= 4220200906, + вїпбе,) (4-49) 
лг 


磁 偶 极 子 的 磁感应 强度 与 距离 的 三 次 方 成 反比 ， 将 式 
(4-49) 与 静电 场 中 一 个 电 偶 极 子 产生 的 电场 强度 比较 ， 可 见 两 
者 在 形式 上 相似 。 

例 4-14 空气 中 有 一 长 度 为 !， 截 面积 为 S， 位 于 z 轴 上 的 
短 铜 线 ， 如 图 4-20 所 示 。 电 流 密度 了 沿 e, 方向 。 设 电流 是 均匀 
分 布 的 ， 求 离 铜 线 较 远 处 〈r>!) 磁感应 强度 。 

解 可 以 应 用 矢量 磁 位 来 计算 ， 可 令 = Je, 则 


dd ман о р, 
АШ ш Ше = [ш 
式 中 ,1=J5， 积 分 得 
n 
= 4, = А,е 
Anr 
对 上 式 进行 旋 度 运算 得 
П EETA 
B= VxA = (е) У 
4тт* 7r? 4m r 


n 
B = Vx A = Ksinge, 
алг 


矢量 磁 位 除 用 于 计算 B 外 ,还 可 由 它 直接 计算 磁 通 量 。 因 为 D, = [в -dS ， 利 用 斯 托 
克 斯 定理 ， 可 得 
Ф. = [в-а = | тхл -aS = фаса (4-50) 


R (4-50) RH, A 沿 任 一 闭合 路 径 ! 的 环 量 ， 等 于 穿 过 此 路 径 为 周 界 的 任 一 曲面 的 磁 
通 量 。 
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4.4.5 矢量 磁 位 的 边 值 问题 


矢量 磁 位 满足 泊 松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 。 当 场 中 电流 分 布 已 知 时 可 以 通过 建立 微分 方程 
和 相应 的 边界 条 件 ， 建 立 起 恒定 磁场 中 矢量 磁 位 的 边 值 问题 。 
先 推导 媒质 分 界面 上 用 4 表示 的 边界 条 件 。 在 媒质 分 界面 上 任 一 点 P 处 ， 取 一 矩形 回 


路 , 令 Ab 一 0， 回 路 所 围 面积 上 通过 的 磁 通 量 Dn = [В-45 = фа .dl ， 如 图 4-21a 所 示 ， 
Ф, =0, Я фА .dl = 0， 可 得 

А.-А = 0 
即 矢量 磁 位 的 切 向 分 量 在 分 界面 上 连续 。 又 因为 V* A =0 (库仑 规范 ) ， 可 在 分 界面 已 点 处 
作 一 个 小 圆柱 ， 令 Ah 一 0， 如 图 4-21b 所 示 , AG A - 46 = f, V- Ady =0 ,得 

А„-А„=0 
即 矢量 磁 位 的 法 向 分 量 在 分 界面 上 也 连续 。 因 此 ， 由 上 两 式 得 

А, = A, (4-51) 


式 (4-51) 说 明 在 媒质 分 界面 上 矢量 磁 位 连续 。 另 外 由 式 (4-26)、 式 (4-28) 和 式 
(4-38) 得 


e, x (ка, -> ука) = K (4-52) 
ГА m 
对 于 平行 平面 磁场 ， 式 (4-52) 为 
1 34， 1 ôA 
ЫЛ дй су (4-53) 
ш дп “р, дп 


Җ (4-51) 和 式 (4-53) 是 平行 平面 磁场 中 矢量 磁 位 在 媒质 分 界面 上 所 满足 的 边界 条 
件 。 它 和 矢量 磁 位 所 满足 的 微分 方程 以 及 场 域 边界 上 给 定 的 边界 条 件 一 起 构成 了 描述 恒定 磁 
场 的 边 值 问题 。 当 分 界面 无 自由 面 电 流 时 ，K =0。 


р е оо 
m 
rA | 
П 1 
а) 切 向 条 件 b 法 向 条 件 


图 4-21 失 量 磁 位 边 值 问 题 
例 4-15 一 半径 为 a 的 长 直 圆柱 导线 通 有 电流 ， 电 流 密度 了 = Je:。 导 体内 外 媒质 的 磁 
导 率 均 为 w ， 求 导体 内 外 的 矢量 磁 位 和 磁感应 强度 。 
解 选 柱 坐 标 系 ， 由 对 称 性 可 知 , А = А,е,, А, 仅 为 的 函数 ， 且 满足 方程 УГА = 
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A, 7 
-jof， 当 r<a 时 ， аа = чы 当 r>a 时 ， Ee =0„ 


әг а\ r 
边界 条 件 


1 ðA, 19А, 
Aiha” hhn o ®=—° 
ш Әг |, ar 
即 
аА] 94 
дт |: Әг |,.. 
В г=а д, А, |,-。=4:|,-。=0, Нг-0 А, А, 为 有 限 值 。 容 易 得 到 
АЕ -2 +Сїш +С, 


А, = Суп + С, 
代入 边界 条 件 ， 当 一" 时 ，4, 为 有 限 值 ， 故 应 有 С, =0。 
2 


当 r=a 时 ，4 =0, ЁС, ше, 所 以 4， -= (а) е; 


当 r=a 时 , A, =4,=0, ЖС, = - Супа. 


мәд 2 с 2, 
再 利用 | 28р, 2, ддс, = атай, WaN 
ðr ðr 4 2 


В ==, r>a 
r 


在 这 一 例题 中 ， 等 4, 线 是 一 族 以 圆柱 轴线 为 中 心 的 同心 圆 ， 与 磁感应 线 相同 。 该 结论 


在 二 维 场 中 均 适用 ,证明 如 下 : 
在 平行 平面 磁场 中 ， 设 矢量 磁 位 A =4,e,， 则 在 XOY 平 面 内 磁感应 强度 В 线 的 方程 为 


B, В, 
dz ду 
即 
В,ах – В,ду = 0 (4-54) 
因为 
ðA, ðA, 
В = Vx4 = —e, - —е, 
ду Әх 


А 
йв, ==, В,= -—‚ RAR (4-54) 得 
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即 
ЧА, = 
这 说 明 平 行 平面 磁场 中 等 4. RRE B 线 。 


4.4.6 磁场 中 的 镜像 法 


求解 恒定 磁场 问题 ， 通 常 可 归结 为 求解 满足 给 定 条 件 的 泊 松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 的 问 
题 。 根 据 磁 场 问题 解答 的 唯一 性 ， 可 以 应 用 与 静电 场 相似 的 镜像 法 来 求解 恒定 磁场 的 问题 。 

例如 ， 有 两 种 媒质 ， 磁 导 率 分 别 为 上 和 py。， 在 媒质 1 内 置 有 电流 为 了 的 长 直 导线 ， 且 
平行 于 分 界面 ， 如 图 4-22a 所 示 ， 求 解 两 种 媒质 中 的 磁场 。 

仿照 静电 场 的 镜像 法 ， 要 求解 媒质 1 中 的 磁场 ， 可 考虑 整个 场 域 都 充满 导 磁 媒质 上 ， 
而 其 中 的 场 是 由 线 电 流 工 和 像 电流 了 共同 产生 的 ， 如 图 4-22b 所 示 。 同 样 ， 对 于 媒质 2 中 的 
磁场 ， 可 考虑 整个 场 域 都 充满 导 磁 媒 质 上 ， 而 其 中 的 场 是 由 线 电流 了 产生 的 ， 如 图 4-22c 所 
示 。 这 样 ， 不 论 是 对 媒质 1 区 域 还 是 媒质 2 区 域 ， 位 函数 所 满足 的 方程 都 不 改变 。 如 果 在 两 
种 媒质 分 界面 上 满足 衔接 条 件 ， 则 原来 场 中 的 一 切 条 件 都 能 得 到 满足 。 


如 线 电流 D) 介质 1 中 的 磁场 计算 с) 介 质 2 中 的 磁场 计算 


图 4-22 镜像 法 
下 面 利用 衔接 条 件 来 确定 人 、7。 
若 分 界面 处 不 存在 自由 面 电流 ， 磁 场 强度 的 切 向 分 量 连续 ， 即 H, = H,, ， 可 得 


I E P 
Ir pm a 
即 
1-Г=Г (4-55) 


由 磁感应 强度 的 法 向 分 量 连续 ， 即 В, = B,。， 可 得 


1 
ш ;—сова + шу 
2mr 


здрова = ш у тоова 
即 
т +1) = шг (4-56) 
KAR (4-55) ЖЫ (4-56), ， 即 得 
r ==” (4-57) 


ш + 
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r= (4-58) 
Шо tp 
在 式 (4-57) 和 式 (4-58) 中 , 了 和 了 的 参考 方向 都 规定 和 7 的 参考 方向 一 致 。 可 以 看 
出 ,了 "总 是 正 的 ， 即 它 的 方向 总 是 和 了 的 方向 一 致 ; 但 了 的 方向 由 yo -pp 的 正 负 而 定 。 下 面 
讨论 两 种 特殊 情况 。 
1) 第 一 种 媒质 是 空气 (m =po) ， 第 二 种 媒质 是 铁 磁 物质 (jw ) ， 载 流 导线 置 于 空 
AUR, 则 根据 式 (4-57) MA (4-58), 1 


герар р оро 
ш tpo ш + po 
这 时 ， 铁 磁 物 质 内 的 磁场 强度 Н, 将 处 处 为 零 ， 但 磁感应 强度 В, 不 是 处 处 为 零 ， 即 
=н = el 
В, =, = pa z н rind 


2) 两 种 媒质 的 分 布 未 变 ， 但 载 流 导线 置 于 铁 磁 物质 中 ， 也 就 是 pj4 一 wm ， 而 .=po， 这 
时 
ah ж Pe Ин 
Ho + ph ш + 
可 见 ， 在 导线 中 的 电流 相等 的 情况 下 ， 铁 磁 物 质 中 的 磁感应 强度 与 整个 空间 都 充满 空气 
( 即 铁 磁 物 质 不 存在 ) 时 相 比 较 ， 增 大 了 一 倍 。 


4.5 ”恒定 磁场 分 析 应 用 之 一 : 电感 


载 有 电流 的 线圈 ， 其 各 臣 交 链 的 磁 通 的 总 和 称 为 磁 链 Wo RH N 臣 线 圈 ， 忽 略 漏 
磁 通 ， 各 臣 磁 通 均等 于 P., WHERE Р = МФ. 

由 电磁 学 和 电路 理论 可 知 ， 在 各 向 同性 的 线性 媒质 中 ， 磁 链 与 电流 的 比值 定义 为 静态 电 
感 ， 简 称 为 电感 ， 电 感 分 为 自 感 和 互感 。 下 面 分 别 讨论 自 感 和 互感 的 计算 。 


4.5.1 自 感 


如 磁场 由 某 一 电流 回路 1 产生 ， 则 定义 穿 过 此 回路 所 限定 的 面积 的 磁 链 与 回路 电流 的 比 
值 为 静态 自 感 系数 ， 简 称 为 自 感 ， 即 


r 


= 了 (4-59) 
在 国际 单位 制 中 ， 自 感 的 单位 是 享 (H) 。 对 于 线性 的 各 向 同性 的 媒质 ， 自 感 仅 取决 于 回 
路 的 形状 、 尺 寸 和 媒质 的 分 布 ， 而 与 通过 回路 的 电流 及 磁 链 的 值 无 关 。 与 电容 、 电 阻 参数 的 计 
算 相同 ， 运 用 场 的 观点 ， 可 在 相应 的 场 量 分 析 的 基础 上 ， 计 算 实际 电磁 系统 的 电感 参数 。 
若 磁场 中 含有 铁 磁 媒质 ， 则 多 和 /之 间 为 非 线性 关系 ， 此 时 ， 定 义 磁 链 的 增 量 а ЯЙ, 
流 增 基 df 的 比值 为 动态 自 感 L,。 显 然 ， 本 节 在 恒定 磁场 分 布 的 基础 上 ， 对 应 于 线性 媒质 的 
讨论 ， 静态 自 感 与 动态 自 感 是 相同 的 。 
当 载 流 导体 截面 积 不 可 以 忽略 时 ， 通 常 又 将 自 感 磁 链 下 分 为 内 磁 链 ҮР, 和 外 磁 链 P, 
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完全 在 载 流 导体 外 部 闭合 的 磁 通 形成 的 磁 链 称 为 外 磁 链 罗 ,; 载 流 导体 内 部 与 部 分 电流 7 交 
链 的 磁 链 称 为 内 磁 链 К 这 时 线 历数 М WIRY I энек, 5 PAEZ BEREA A ОЛУ 
TAA, дия 。 于 是 相应 的 元 磁 链 d = Таш, 而 内 磁 链 为 


r 
У = [了 aa。 (4-60) 


若 令 了 =1， 则 式 (4-60) 即 转换 为 外 磁 链 更 的 计算 公式 。 
对 应 于 内 磁 链 和 外 磁 链 的 分 析 方法 ， 由 式 (4-59) 定义 的 自 感 也 可 以 表示 为 内 自 感 和 外 
HR, WEL, L B 


№, 
ц = 一 
П 
Y, 
1 = 2 
П 
则 总 的 自 感 为 内 自 感 和 外 自 感 之 和 ， 即 
L=L+L, 
例 4-16 计算 图 4-23 所 示 长 为 ! 的 同 轴 电 缆 的 自 感 。 O 
解 ” 设 构成 电缆 的 所 有 材料 的 磁 导 率 均 为 we ， 电 缆 通 过 的 电 
流 为 1， 如 图 4-23 所 示 。 Я 
(1) 当 r<R 时 ， 即 在 内 导体 内 部 ， 由 安培 环 路 定律 
риса у! d 
有 
2ттН = ты Ра 4-23 (14-1614 
可 得 
polr 
Beas 27 * 
穿 过 由 轴 向 长 度 为 !、 宽 为 dr 构成 的 矩形 元 面积 上 的 元 磁 通 为 
асо Po 
аф. = В -dS = тты 
求 磁 链 时 必须 注意 : 与 dG。 相 交 链 的 电流 不 是 7， 仅 是 它 的 一 部 分 六 ， 且 了 = жеты 
TRI 1 
因此 ， 与 dg。 相应 的 元 磁 链 为 
了 _ ны? 
ау, = Fibu = заве“ 


内 导体 中 的 总 内 自 感 磁 链 为 


1? п 
м = Јак = |2 Е 


@ 工程 电磁 场 与 电磁 波 基础 


由 此 可 得 内 自 感 
_ ul 
L=7 


内 自 感 的 值 仅 与 圆 导 线 的 长 度 有 关 ， 而 与 半径 无 关 。 
(2) ЩА <г<А, 时 ， 由 安培 环 路 定律 可 得 


в -= ёе! 
2тг 
取 轴 向 长 度 为 ! 宽 为 dr 的 矩形 元 面积 ， 元 磁 链 即 元 磁 通 
dY, seli 
” 2mr 
内 外 导体 之 间 的 总 外 自 感 磁 链 为 
"НП poll R, 
v, = Јах, ЫК -入 mn 
故 外 自 感 
Y, ы R, 
=т= зк, 
(3) А, <г< А, 时 ， 由 安培 环 路 定律 可 得 
Ho Ho In(r - R) pol R -r 


=m Tml ес R) ) 5 е 
жш! IEA dr ЕА, UN 
m È- 


d аа 8 
фы = а ск!” 


内 外 导体 之 间 的 元 磁 链 为 
к-п? 
LACIE 


w 


АСД R, R 1 Е + К 
(РЕ в) DEEN] 
айван 
№ ү R R 1 6 + 
Рза) 
(4) 当 r>R 时， 有 B =0， 无 磁场。 
电缆 的 总 电感 为 


L=L+L, + L 
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_pol pol R, aj R DA RB т 
( R R-RE 4R-R 


‚зт от R mlle- 

#1417 REA 4-24 所 示 二 线 传 输 线 的 自 
感 。 

解 ” 二线 传输 线 的 几何 尺寸 如 图 4-24 所 
示 ， 由 于 电流 均匀 分 布 ， 在 计算 外 磁 链 时 ， 可 
认为 电流 集中 在 几何 轴线 上 ， 在 距 左 轴线 x 处 
的 磁感应 强度 

Ж Ж 
В, = pr + ар x) 

其 方向 如 图 所 示 ， 穿 过 元 面积 ldx 的 磁 通 АФ, 
= 有 .ldx， 故 外 磁 链 


Hol D-R 
v, = Га. = | влах = 08 
因而 外 自 感 
„= anaE 
I ж” R 
一 般 情况 下 DSR ， 故 
p mtha 2 
m R 
二 线 传输 线 的 内 自 感 为 
ы ы 
L= „Р. n a 
8n 4т 
因而 得 二 线 传输 线 的 自 感 为 
не P „1 р 
i РЕТ «(ж '!'к) 


4.5.2 互感 


在 线性 媒质 中 ， 由 回路 1 的 电流 1, 所 产生 的 与 回路 2 相交 链 的 磁 链 称 为 互感 磁 链 ， 记 
ЖЕ, CAA ЖЕК, B 


Pa 
Ma = 7 (4-61) 
RP, М, В 1 对 回路 2 的 互感 。 同 理 ， 回 路 2 对 回路 1 互感 可 表示 为 
М, = ta (4-62) 


h 
Җ (4-61) 和 式 (4-62) 中 的 PaM 更 z 都 表示 互感 磁 链 ， 它 们 下 标的 第 一 个 数字 表示 
与 磁 通 交 链 的 回路 ， 第 二 个 数字 表示 引起 磁 通 的 电流 回路 。 可 以 证 明 
Mn = М. 
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互感 不 仅 和 线圈 及 导线 的 形状 、 尺 寸 和 周围 媒质 的 磁 导 率 有 关 ， 还 和 两 回路 的 相对 位 置 
有 关 ， 在 国际 单位 制 中 ， 互 感 的 单位 是 享 (H) 。 

无 论 计算 自 感 还 是 互感 ， 都 要 通过 计算 磁场 从 而 计算 磁 链 ， 其 计算 过 程 为 

i>H>B>p>Y>L = HET a z 

例 4-18 ”如 图 4-25 所 示 ， 求 真空 中 沿 y ЭНСА ДСА E HA 1000 臣 的 矩形 
回路 之 间 的 互感 。 

解 ” 设 无 限 长 直线 电流 为 1， 沿 y 轴 正方 向 。 则 在 其 周围 产生 的 穿 过 和 矩形 回路 的 磁感应 
强度 为 

Hol 
= pr -е,) 

在 2<x<5 的 范围 内 ,在 距 电 流 1 的 x 处 选 一 个 dS = 5dx 的 小 面 元 ， 穿 过 小 面 元 的 磁 通 

为 


аф, = B -as = Lsdx 
2лх 
该 磁 通 与 У 臣 和 矩形 回路 交 链 的 磁 链 为 
HNI 
ау = маф, = 各 一 5dx 
2тх 
AN М 5 
a 2шк2 
代入 数据 可 得 无 限 长 线 电 流 和 夺 数 为 1000 下 的 矩形 回路 之 间 的 互感 为 
= z = 0.916mH 


例 4-19 RE 4-26 所 示 传 输 线 的 互感 。 图 中 АВ, СЮ 各 表示 一 对 传输 线 ， 设 电流 方向 
如 图 所 示 。 


图 4-25 例 4-18 图 图 4-26 例 4-19 图 


解 电流 均匀 流动 ， 故 可 以 把 导线 几何 轴线 作为 电流 对 外 作用 的 中 心 线 ， 因 而 导线 A 
的 电流 所 产生 的 与 CD 传输 线 相交 链 的 互感 磁 链 应 为 
Holl рь 


у, = Ф = En 
a= тр, 
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同 理 ， 导 线 B 中 的 电流 所 产生 的 与 CD 传输 线 相交 链 的 互感 磁 链 应 为 


moll рь 
Ya = Da = трт 
由 于 两 部 分 磁 通 方向 相同 ， 总 的 互感 磁 链 应 为 
_ КОЛЛ 
у= у, + = эт "рб 
从 而 得 互感 为 
- Ж! Оов 
MT заа DD 
4.5.3 诺 依 曼 公式 


在 计算 自 感 和 互感 时 还 可 以 应 用 矢量 磁 位 的 线 积分 来 计算 磁 通 ， 从 而 求 磁 链 。 这 里 介绍 
应 用 矢量 磁 位 计算 互感 和 自 感 的 一 般 公 式 ， 即 诺 依 曼 公式 。 

图 4-27 所 示 为 两 个 由 细 导 线 构成 的 回路 ， 设 导线 及 周围 媒质 的 磁 导 率 都 为 we。 令 回 路 
1 中 通 有 电流 /1 ， 忽 略 导线 的 截面 积 ， 电 流 的 对 外 作用 中 心 可 看 做 集中 在 导线 的 几何 轴线 
上 ， 因 而 ,回路 4 在 4, 处 产生 的 矢量 磁 位 为 


нег dl, 
As RiT 


由 回路 1 нй л, 产生 而 和 回路 2 相交 链 的 互感 磁 链 为 


ee i $ S 


可 见 两 细 导 线 回 路 间 的 互感 为 


Ya _ш dl, + dl, 
M, = = oei Bii 
aT mt $ R 


交换 1、2 下 标 ， 可 得 


У po di, » dl, 
М. =. 一 一 一 
ж" pa $, R 


Mn = М =M 
若 回路 1、2 分 别 由 Ni №, 于 的 细 导 线 紧密 绕 制 而 成 ， 则 互感 为 


ММ ç dh, + dh 
M= $, Е (4-63) 

AH, L, 分 别 表示 1 ФАК 

A (4-63) 就 是 通过 矢量 磁 位 来 计算 电感 的 一 般 公式 ， 称 为 诺 依 曼 公 式 。 

应 用 诺 依 曼 公式 来 计算 线圈 的 自 感 。 设 图 4-27 中 的 两 个 细 导 线 回路 的 形状 和 尺寸 相同 ， 
将 它们 重 公 起来， 便 成 为 如 图 4-28 所 示 的 单 根 细 导 线 回 路 了 。 研 究 臣 数 等 于 1 的 情况 ,应 
该 指出 ， 现 在 计算 自 感 不 能 直接 套用 式 (4-63) 的 右边 部 分 ， 因 为 这 里 的 小 、 已 重合 在 一 
起 ， 积 分 式 中 的 尺 有 可 能 等 于 零 ， 因 而 将 使 积分 值 趋 于 无 穷 大 。 这 个 困难 可 通过 下 面 的 办 


即 


(6 тшзшєзашиви 


法 来 克服 。 导 线 回 路 的 自 感 一 般 仍 可 分 为 外 自 感 和 内 自 感 两 部 分 ， 和 外 自 感 相应 的 那 部 分 外 
磁 通 和 电流 相交 链 的 次 数 是 整数 ， 因 而 在 计算 外 磁 通 时 ， 应 以 导线 内 侧 边 线 1, 作为 回路 的 
边界 ， 但 对 于 其 中 流 过 的 电流 的 对 外 作用 中 心 线 仍然 可 看 做 集中 在 几何 轴线 上 ， 如 图 4-28 
中 点 划 线 所 示 。 这 样 一 来 计算 细 导 线 回路 的 外 自 感 相 当 于 计算 由 i 、!s 所 构成 的 两 回路 间 
的 互感 了 ， 因 而 可 以 直接 利用 式 (4-63), ， 从 而 


Ho dl, dl 
= тл $ R 
АРШ Р N 的 紧密 绕 制 的 导线 回路 来 说 ， 其 外 自 感应 等 于 
dl, - dl 
{у= 


һ 
图 4-27 两 个 细 导 线 电流 回路 图 4-28 单 根 细 导线 回路 
因为 构成 细 导 线 回 路 的 导线 横 截面 的 半径 远 小 于 该 回路 的 曲率 半径 ， 所 以 导线 内 的 电流 
可 近似 地 认为 是 均匀 分 布 ， 因 而 长 度 等 于 1 的 导线 回路 内 自 感 工 可 认为 等 ke。 通常 导线 
回路 的 内 自 感 远 小 于 外 自 感 ， 所 以 它 的 自 感 为 
L =L, +L, ~ L, 


4.6 ”恒定 磁场 分 析 应 用 之 二 : 磁场 能 量 及 磁场 力 


静电 场 内 储存 有 电场 能 量 ， 人 恒定 磁场 中 储存 有 磁场 能 量 。 这 些 能 量 是 在 电场 或 磁场 建立 
过 程 中 由 外 源 做 功 转换 而 来 的 。 本 节 将 介绍 磁场 能 量 的 计算 及 其 分 布 方式 ， 并 在 此 基础 上 介 
绍 计算 磁场 力 的 虑 位移 法 和 法 拉 第 的 力 密度 观点 。 


4.6.1 人 恒定 磁场 中 的 能 量 


假设 磁场 和 电流 的 建立 过 程 都 缓慢 进行 ， 均 为 线性 媒质 ， 且 没有 电磁 能 量 损失 。 
这 样 ， 外 源 所 做 的 功 都 转变 为 磁场 中 存储 的 能 量 。 为 简单 起 见 ， 下 面 先 讨论 单个 回路 的 情 
况 。 

设 有 一 个 回路 1， 通过 电流 时 穿 过 回路 的 磁 通 发 生变 化 ,会 在 回路 中 产生 感应 电动 势 。 


在 d 时 间 间 隔 中 ， 外 源 克 服 感应 电动 势 所 做 的 功 dA = vid:。 因 为 电压 上 = ELE, ВШ 
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dA = Lidi， 整 个 过 程 中 外 源 所 做 的 功 全 部 转化 为 磁场 中 储存 的 能 量 ， 故 


К гы 
W, = fa = f iai = TU (4-64) 
式 (4-64) 表明 ， 磁 场 能 量 只 与 回路 电流 最 终 状态 有 关 ， 
与 电流 建立 的 过 程 无 关 。 
若 线性 媒质 中 有 两 个 回路 h. 1,, WE 4-29 所 示 ， 它 们 的 
电流 分 别 为 页、 五 。 这 时 ， 可 以 选择 一 个 便于 计算 的 电流 建立 h 


过 程 。 让 两 回路 电流 都 按 统一 比例 增长 ， 即 在 磁场 建立 的 某 一 

BE, BERBIA i smh, ism, 其 中 mm 为 0<m< 

1 变量 ， 在 磁场 建立 之 初 ，m =0， 磁 场 建立 之 后 ，m =1。 由 f 
于 回路 中 的 磁场 与 电流 有 线性 关系 ， 在 这 一 瞬间 ， 穿 过 两 回路 4-29 两 个 回路 电流 的 建立 
的 磁 链 分 别 为 mw 和 mW,。 这 样 外 源 所 做 的 功 应 为 两 回路 中 

外 源 克服 电动 势 所 做 功 之 和 ， 即 


һ 


dA = dA, + dA, 

4(т\ї, ) А 
其 中 ,dh = шій = тлб = т1,4(тїї, ) ,d4 = т/.0(ту,) 。 整 个 过 程 中 外 源 对 回 
路 电流 所 做 的 功 都 转变 成 磁场 中 储存 的 能 量 ， 故 


W, = faa = лат) + [mid my,) 


1 1 
= (1 +14) [тат = F(Y +0) 


, 
ГДЕ т AA (4-65) 
a 


Җ (4-65) 就 是 两 个 电流 回路 系统 存储 的 磁场 能 量 ， 等 于 各 回路 电流 与 磁 链 乘积 的 代 
数 和 的 一 半 ， 其 中 1.、 都 是 磁场 建立 后 的 最 终 值 。 达 到 稳定 后 ， 磁 链 与 电流 有 下 列 关系 : 


Y, = Lil, + Mah, (4-66a) 
Y, = Lih, + Mah, (4-66b) 

H Ma =М„ =M, Ж (4-66) IRAR (4-65) 得 
W。 = за? +112 +2M1,,) (4-67) 


顺便 指出 , 式 (4-67) 中 的 Зм? 和 тыг 分 别 仅 与 1 号 和 2 号 回路 各 自 的 电流 和 


自 感 系数 有 关 ， 故 称 为 自 有 能 ， 自 有 能 恒 为 正 。M1, 为 互 有 能 ， 互 有 能 则 可 正 可 负 ， 随 电 
流 流向 而 定 。 如 同 在 电路 理论 中 规定 的 方法 ， 当 两 回路 电流 同时 从 各 自 回 路 (线圈 ) 同名 
WWA (H) 时 互 有 能 为 正 ， 否 则 为 负 。 
对 于 n 个 电流 回路 组 成 的 系统 ， 可 知 磁场 能 量 的 表达 式 为 
w. = 55 ГА (4-68) 


其 中 


N50 。 工程 电磁 场 与 电磁 波 基础 


(4-69) 
将 式 (4-69) AS (4-68) 得 
(4-70) 


R (470) 中 应 用 了 My =Мх—ЖЖ, Ну =й, МЫҢЫ, 
4.6.2 磁场 能 量 的 分 布 和 密度 


磁场 能 量 虽然 来 源 于 回路 电流 建立 中 外 源 所 做 的 功 ， 但 它 并 不 是 只 存在 于 电流 回路 内 ， 
而 是 分 布 于 磁场 所 存在 的 整个 空间 中 。 为 了 更 清楚 地 表明 这 一 点 ， 下 面 寻求 磁场 能 量 W。 和 
场 量 B、 厂 的 关系 。 在 n 个 单 正 的 电流 回路 的 磁场 中 ,第 号 回路 的 磁 链 可 表示 为 


Y, = [В-45,=ф A > dh, (4-71) 


RP, А 为 各 回路 电流 在 上 号 回路 长 度 元 dk 处 产生 的 合成 矢量 磁 位 。 
将 式 (4-71) RAR (4-68) ， 即 得 n 个 载 流 线 圈 的 磁场 能 量 为 
W, = 55, $, LA - а, (4-72) 
对 于 体 分 布 电 流 其 元 电流 为 JaV., RÆ (4-72) 中 Idl,， 在 电流 所 在 体积 V 中 积 
分 。 然 后 再 将 式 〈4-72) 中 的 和 式 化 为 体积 分 ， 并 进一步 扩张 积分 域 至 整个 场 空间 。 这 样 ， 
п 个 载 流 回路 系统 的 磁场 能 量 也 可 用 矢量 磁 位 4 表示 为 


1 
W, = 5ЈА -Jav (4-73) 
利用 J= VxHH WRR, R (473) 还 可 写 为 
т. = [Ас Vx нау 
2); 
利用 矢量 恒等式 V- (Н ХА) =A: VxH-H: VxA， 上 式 改写 为 
1 1 
W, = 5 v- CEZ + | н: Vx Adv 
再 利用 散 度 定理 以 及 B = УхА 的 关系 ,得 
1 1 
ГА = 239 ха +485 + fA + Вау (4-74) 


式 中 ， 等 号 右 端 第 一 项 中 的 闭合 面 S 是 包围 整个 体积 了 的 。 假 设 所 有 电流 回路 都 为 有 限 分 
布 ， 将 体积 扩张 为 全 空间 ， 其 边界 面 〈 不 妨 设 为 球形 ， 半 径 为 r) 5-0, гоо, R 


(474) 中 第 一 项 的 闭合 面积 分 应 等 于 零 ， 这 是 由 于 用 正比 于 上 ,4 ERFE, SERF”, 
因而 
1 р Ў 
W, = 219 - вау (4-75) 


这 一 结果 与 静电 能 量 的 表达 式 类似 。 对 比 静 电能 量 体 密度 同样 的 讨论 ， 由 式 (4-75) 可 
以 推出 磁场 能 量 的 体 密度 为 
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w, = 3 -B (4-76) 
对 于 各 向 同性 的 线性 导 磁 媒质 ， 还 可 写成 
ыйа. E 
wa = zu = (4-77) 


01420 求 长 度 为 !， 内 、 外 导体 半径 分 别 为 R, 和 R。( 外 导体 厚度 忽略 ) HEREA, 


通 有 电流 7 时 ， 电 缆 所 存储 的 磁场 能 量 ， 设 两 导体 间 媒 质 的 磁 导 率 为 po。 
r A н 
ЖОШУА, т зака" 外 = rR 


ЩЕ, <r< 忆 时 ， H= ‚ B =j — 
2mr 2mr 
当 r>R, 时 , Н, =0, B, =0 


I Hol pp „ I pol 
= [H -Bav = AE н mrar а | Rard 
-zh 2\% nki zak” m 22 т, 
„каме j dr 
2md 2 5) 
Fal ье" "Дт 
Ра 1 R, 
i a 
ат (4 "Е, 


单一 载 流 回 路 情况 下 ， 由 磁场 能 量 W。 = 的 关系 ， 可 通过 磁场 能 量 求 得 自 感 ， 即 


2W, 
L= (4-78) 


20, 
由 此 得 出 本 例 中 同 轴 电 缆 的 自 感 了 м» ч + в). 显然 ， 利 用 磁场 能 量 计算 


电感 也 是 很 方便 的 。 许 多 工程 实际 问题 中 常用 数值 计算 方法 求 出 场 量 В 和 Н, RER 


(4-78) 来 确定 单个 载 流 系统 的 电感 值 。 
#14-21 试 计算 例 4-7 中 绕 有 М 臣 线 圈 的 方形 截面 铁 环 中 储存 的 磁场 能 量 。 


解 由 例 4-7 知 在 铁 环 内 的 磁场 强度 为 


H = Im 
лг 
由 式 (4-77) ， 铁 环 内 的 磁场 能 量 密度 为 
1 。 工 /NI 
Е! 
线圈 内 部 的 总 磁 能 为 
w -et 2А, ‚= > 
а 


在 静态 场 中 比较 电场 能 量 密度 和 磁场 能 量 密度 ， 电 场 能 量 体 密度 为 w。 = 4e "D= 
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Т.в", ВИЕ НН ЭУ w, = H В = 有 。 电 场 强度 超过 最 大 击 穿 场 强 时 介质 就 会 被 


EF, 空气 的 最 大 击 穿 场 强 为 E。=3 x10'V/m， 设 空气 中 的 磁感应 强度 В, 为 1T 〈 铁 磁 物 质 
中 B, 可 达 1.7T) ， 则 单位 体积 空气 中 电场 和 磁场 最 大 的 能 量 分 别 为 


w, = Lop = 4.43 х 107% + s/cm’ 


B} 9 
с = 0.4% · s/cm 
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比较 以 上 两 式 可 得 ws/w。~9 х 10" 倍 ， 可 以 看 出 单位 体积 中 ， 磁 场 能 量 比 电场 能 量 大 得 多 ， 
因此 实际 工程 应 用 中 常 利 用 磁场 能 量 搬运 重 物 ， 如 起 重 电磁 铁 、 磁 悬浮 列车 等 。 


4.6.3 磁场 力 


载 流 导体 或 运动 电荷 在 磁场 中 所 受 的 力 叫 磁场 力 或 电磁 力 。 工 程 中 许多 仪表 就 是 利用 电 
磁力 进行 设计 的 。 

磁场 对 运动 电荷 的 作用 力 可 用 式 (4-2) 进行 计算 。 磁 场 作用 于 元 电流 段 1l 的 力 为 df = 
їчї x B， 磁 场 作用 于 载 流 回路 的 力 为 F = giar хв. 。 原 则 上 ， 磁 场 力 都 可 归结 为 磁场 作用 于 


元 电流 段 的 力 ， 但 这 样 需 要 矢量 积分 式 计算 ， 通 常 是 很 繁复 的 。 如 能 像 静 电场 中 讨论 的 那 
样 ， 应 用 虚 位 移 法 求 磁场 力 ， 则 在 很 多 问题 中 都 可 以 简化 计算 。 

设 有 n 个 载 流 回路 所 构成 的 系统 ， 它 们 分 别 与 电压 为 U,、U，,、…、U, 的 外 电源 相连 
接 ， 且 分 别 通 有 电流 1 、/1, 、…、7,。 假 设 除了 第 p 号 回路 外 ， 其 余 都 固定 不 动 ， 且 回路 p 
也 只 能 这 样 运动 ， 即 仅 有 一 个 广义 坐标 g 发 生变 化 ， 这 时 在 该 系统 中 发 生 的 功能 过 程 为 

diW = 4,0, + fàg (4-79) 


dW = У лам, (4-80) 
各 


下 面 分 别 讨论 两 种 情况 。 
1. 常 电流 系统 
假定 各 回路 中 的 电流 保持 不 变 ， 即 Л, = 常量， 称 为 常 电流 系统 ， 这 时 根据 式 (4-68) 有 


d, Walnoten = тулам 
外 源 提供 的 能 量 
dW = У wiid = Sid 
各 ё 
айа, |, STAW, НУКЕ ОЕА ЕЗИ ЕЕ НЕВЕ, 9—36 ЧКИ 
械 功 ， 磁 场 能 量 的 增 量 与 机 械 功 相等 ， 则 
Fdg = d Walenn 
由 此 可 得 广义 力 
ЛА aW, 


Гах 4 


dg | Е el (4-81) 
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2. 常 磁 链 系统 
假定 与 各 回路 相交 链 的 磁 链 保持 不 变 ， 即 y = 常量， 称 为 常 磁 链 系统 ，d 儿 =0， 这 时 
dW 也 为 零 ， 即 外 源 提供 的 能 量 为 零 ， 根 据 式 (4-79) 有 
Fàg =- 8,0,1, аа 
从 而 得 广义 力 
а, Ӯ, aW, 


dg ЖЕ =T og Гав 


此 时 ， 磁 场 力 做 功 只 有 靠 系统 磁场 能 量 的 减少 来 完成 。 
R (4-81) 与 式 (4-82) 所 得 的 都 是 在 没有 虚 位 移 时 的 电流 和 磁 链 情况 下 的 力 ， 因 此 无 
论 用 常 电流 系统 还 是 常 磁 链 系统 ， 计 算 结果 都 是 相等 的 ， 即 
Wa ELA 
g m= Tag "99 


F=- 


(4-82) 


3. 对 于 两 个 回路 的 系统 
在 实际 问题 中 ， 常 遇 到 求 两 个 回路 的 系统 相互 作用 力 ， 这 时 ， 由 于 一 个 回路 发 生 位 移 只 
影响 互 磁 链 ， 使 其 互感 变化 ， 故 只 要 写 出 它们 相互 作用 能 的 表达 式 


W, = зал? + Lh? +2МА1,) 


然后 求 偏 导数 即 可 ， 式 中 前 两 项 与 位 置 无 关 ， 于 是 有 
Wa әм 
Е = тэр 19-98 = ов 
#14-22 ЈИ abcd, КУ L 
和 内， 置 于 磁感应 强度 为 如 的 均匀 磁场 中 ， 线 圈 平 面 法 
线 与 磁场 成 a 夹 角 ， 如 图 4-30 所 示 ， 若 通过 线圈 的 电流 
为 7， 求 线圈 所 受 的 力矩 。 
解 ” 设 磁场 方向 为 x 方向 ， 线 圈 平 行 于 z 轴 ， 
由 式 (4-3), ab 与 cd 边 受 力 为 


Е. = Í, Idl x В = WlBcosae, 


Fa = 上 Idl х В = — WIBcosae, 


Hla =1w，Fw 与 Fw 两 力 共 线 ， 且 大 小 相等 方向 相 
B, 合力 为 零 。 图 4-30 例 4-22 图 
bc 与 да 边 受 力 为 


Б, = | 1й1хВ =- Bile, 
Е, = |181 хв = Bile, 
到 和 Е, ЭНЕР ОЈ, ЕЛА ATENE, ЕВНА РАЈ, be 
与 da 边 的 力 由 分 别 为 ”sinae, 和 - Упав, BEAREN 
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Т, = Знае, ХЕ, =- З Шопов, 


LS 
Т, =- sinae x Fa =- 3 Шепа, 


合力 矩 为 
Т = Т, +T, = – BILWsinae, 

由 于 线圈 所 受 力矩 按 正弦 规律 变化 ， 当 线圈 平面 与 磁场 平行 时 ， 力 矩 最 大 ， 当 线圈 平面 
与 磁场 垂直 时 ， 力 矩 为 零 。 如 果 线 圈 平 面 不 与 磁场 垂直 ， 则 力矩 使 线圈 平面 偏转 ， 直 到 它 的 
平面 与 磁场 垂直 。 可 见 载 流 回路 所 受 的 力矩 的 作用 趋势 要 使 该 回路 包围 尽 可 能 多 的 磁 通 。 这 
虽然 是 由 矩形 线圈 导出 的 ， 但 对 任意 形状 的 线圈 都 适用 。 例 如， 处 于 外 磁场 中 的 磁 偶 极 子 ， 
由 于 磁 偶 极 子 面积 很 小 ， 其 外 磁场 分 量 可 以 看 做 是 均匀 的 。 受 到 的 转 矩 为 

T=ISxB=mxB 

该 转 矩 使 磁 偶 极 子 向 外 磁场 的 方向 转动 。 

本 例 是 电动 机 和 磁 电 式 仪表 的 工作 原理 。 若 线圈 紧密 绕 制 V 
牙 ， 则 由 磁场 产生 的 力矩 将 是 单 政 线 圈 所 受 力矩 的 W 售 。 

#14-23 电磁 铁 如 图 4-31 所 示 ， 设 气 附中 的 磁场 均匀 分 布 ， 
分 析 磁 场 力 与 磁场 之 间 的 对 应 关系 。 > 

解 ”由 于 电磁 铁 的 铁心 内 部 磁场 强度 很 小 ， 故 存储 在 磁 媒质 “加 
中 的 磁场 能 量 远 小 于 储存 于 空气 辽 中 的 部 分 ， 因 而 前 者 可 以 忽略 
不 计 。 设 空气 阶 中 的 磁感应 强度 为 ， 磁 通 为 中。， 存 储 在 每 个 
空气 阶 中 的 磁场 能 量 为 图 4-31 例 4-23 图 


作用 于 每 个 磁极 上 的 力 为 


та loeme = Ds 
其 中 ，F <0 表示 该 力 要 使 广义 坐标 ! 减 小 ， 即 有 使 气 辽 减 小 的 趋势 。 
电磁 铁 的 起 重力 为 两 个 磁极 受到 的 合力 
Ё Ф. BS 
Fa =2F= 一 = 一 
HWS ш 
每 单位 面积 的 力 
1 В 
са 
即 磁场 力 密度 等 于 该 处 磁场 能 量 体 密度 。 
按 法 拉 第 的 力 密度 观点 ， 每 一 东 磁 感应 强度 线 所 形成 的 磁感应 强度 管 (B 管 ) 沿 其 轴 
向 受到 纵 张力 ， 同 时 在 垂直 方向 受到 侧 压力 。 每 单位 面积 上 张力 和 压力 的 量 值 相 等 ， 都 等 于 
1 E 
z8 H = зи = 
应 用 法 拉 第 的 力 密度 观点 ， 有 时 能 较 简单 地 算出 磁场 力 并 分 析 回路 受 力 情况 。 例 如 对 于 


1 
= иН 
2 
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电磁 铁 的 起 重力 ， 可 以 考虑 电磁 铁 气 隙 中 的 B 管 ， 沿 轴 向 有 收缩 的 趋势 ， 因 而 在 磁场 表面 
上 表现 为 吸力 。 还 可 以 证 明 ， 在 两 种 媒质 分 界面 上 。 磁 场 作用 于 单位 面积 上 的 合力 为 

ы 

= Bi, + шин, 

f 2 4 Г) 
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47 磁 路 及 其 计算 


当 磁场 中 存在 有 磁 导 率 极 高 的 材料 例如 铁 磁 材料 ，p, 是 10* ~ 10 数量 级 ) 时 ， 将 显 
著 地 影响 并 改变 磁场 的 分 布 。 求 解 这 类 磁场 问题 一 般 很 复杂 ， 但 是 由 于 其 磁 导 率 远 远大 于 周 
围 介质 的 磁 导 率 ， 可 以 近似 认为 磁场 主要 集中 在 铁 磁 材料 中 ， 可 将 磁 通 和 闭合 电路 的 电流 相 
比拟 ， 把 磁场 简化 为 磁 路 来 处 理 。 磁 路 是 构成 电机 、 变 压 器 、 电 磁铁 与 继电器 等 器 件 的 组 成 
部 分 。 在 工程 应 用 上 ， 常 用 磁 路 作 近 似 计算 。 本 节 介绍 磁 路 的 概念 和 磁 路 定律 ， 并 对 恒定 磁 
通 磁 路 的 计算 进行 讨论 。 


4.7.1 铁 磁 质 和 非 铁 磁 质 的 分 界面 ， 磁 路 


现在 讨论 铁 磁 质 与 真空 (或 非 铁 磁 质 ) 分 界面 处 磁场 分 布 的 特征 。 设 分 界面 媒质 2 一 
侧 为 铁 磁 质 。 媒 质 1 一 侧 为 真空 或 非 铁 磁 质 ， 由 磁场 的 折射 规律 式 (4-32) ， 分 界面 两 侧 处 
磁感应 强度 的 方向 满足 


tana; ш Ша 
lana, ш pa 
ШЕРИ TRESK, ду ~1， 而 ya 可 达 10° ~ 10*， 甚 至 10 ， 因 而 除 =, 
=0 的 特殊 情况 外 ， 一 般 а, =90°, о ~0°。 这 样 ， 铁 磁 质 内 B 线 几 乎 与 分 界面 平行 ， 从 而 
漏 到 外 面 的 磁 通 很 少 ， 即 铁 磁 质 内 的 B 远大 于 铁 磁 质 外 的 如。 这 种 磁感应 线 分 布 的 特征 说 明 
铁 磁 质 具 有 把 妃 线 聚集 于 自己 内 部 的 性 质 。 当 螺 线 管 芯 采 用 高 导 磁 材料 时 ， 即 使 线圈 仅 集 
中 在 一 部 分 区 域 〈 见 图 4-32) ， 磁 通 的 大 部 分 仍 在 螺 线 管 中 环 流 。 由 线圈 所 产生 的 总 磁 通 的 
一 小 部 分 则 经 过 磁 路 外 的 空间 闭合 ， 称 它们 为 漏 磁 通 (leakage flux) 。 在 设计 磁 路 时 ， 总 是 
力求 使 漏 磁 通 最 小 ， 这 是 符合 经 济 原则 的 ， 也 是 可 以 做 到 的 ， 为 此 在 分 析 磁 路 时 一 般 忽 略 漏 
磁 通 。 实 际 上 ， 空 气 孙 内 磁 通 的 扩散 是 不 可 避免 的 ， 空 气 阶 内 磁 通 的 扩散 称 为 边缘 效应 
(fringing effect) ， 但 是 ， 当 空气 隙 的 长 度 相 对 于 其 他 尺寸 很 小 时 ， 则 绝 大 部 分 磁 通 集中 在 空 
气 隙 处 磁 心 的 两 侧 表面 ， 边 缘 效 应 可 以 忽略 。 
利用 上 述 铁 磁 质 与 非 铁 磁 质 分 界面 处 磁场 分 布 的 特征 ， 如 果 铁 磁 质 为 闭合 或 基本 闭合 的 
ЖАК, 就 会 使 B 线 基本 上 诊 集 在 铁 磁 质 内 部 。 这 一 情况 与 电流 几乎 全 部 集中 在 导体 内 部 相 
似 。 由 于 电流 流 经 的 区 域 称 为 电路 ， 故 把 能 使 磁 通 集中 通过 的 区 域 称 为 磁 路 。 例 如 ， 图 
4-33a 所 示 为 一 个 没有 铁心 的 载 流 线 圈 产 生 的 В 线 是 弥散 在 整个 空间 的 ， 若 把 同样 的 载 流 线 
圈 绕 在 一 个 铁心 上 ， 如 图 4-33b 所 示 ， 则 不 仅 磁 通 量 大 大 增加 ， 而 且 这 时 绝 大 部 分 В 线 都 集 
中 于 铁心 内 部 且 沿 着 铁心 的 走向 分 布 。 这 样 ， 铁 心 成 为 В 线 的 主要 通路 ,也 就 是 所 称 的 磁 
路 。 在 电气 工程 和 无 线 电 技术 中 ,很 多 需要 较 强 磁场 或 较 大 磁 通 的 设备 〈 例 如 电机 、 变 压 
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器 以 及 各 种 电感 线圈 等 ) 都 采用 了 闭合 或 近似 闭合 的 铁 磁 材料 ， 即 所 谓 铁心 。 绕 在 铁心 上 
的 线圈 通 以 较 小 的 电流 〈 励 磁 电 流 ) ， 便 能 得 到 较 强 的 磁场 、 且 磁场 差不多 约束 在 由 铁 磁 质 
组 成 的 磁 路 内 ， 周 围 非 铁 磁 质 中 的 磁场 则 很 弱 。 


маш 

м Ра = 
LA EE 一 
ATR J 26 = 
а 

Е anun n т i 

8 
та 过 缘 效应 а) оа b) 有 铁心 线 团 
图 4-32 “有 空气 辽 的 磁 路 图 4.33 аше 


磁 路 与 电路 有 一 系列 对 应 的 概念 。 磁 路 中 的 磁 通 Ф„ 对 应 于 电路 中 的 电流 ， 因 为 前 者 是 
В 的 通 量 而 后 者 是 了 的 通 量 ， 而 B 线 和 恒定 电流 的 了 线 又 都 是 连续 曲线 。 当 然 ， 与 传导 电流 
只 在 电路 中 流动 不 同 ， 在 磁 路 的 情况 下 ， 绝 大 部 分 В 线 是 通过 磁 路 (包括 气 隙 ) 闭合 的 
称 为 主 磁 通 ， 磁 路 外 部 也 有 В 线 ， 即 穿 出 铁心 经 过 磁 路 周围 非 铁 磁 质 (包括 空气 ) 而 闭合 
的 磁 通 ， 通 常 称 为 漏 磁 通 。 

在 讨论 磁 路 时 ， 作 如 下 假设 ， 

1) 磁 通 限定 在 磁性 材料 内 部 流动 ， 没 有 沂 磁 。 

2) 在 空气 隙 处 ， 磁 通 没有 扩散 或 边缘 效应 。 

3) 在 磁性 材料 内 部 ， 磁 通 密度 是 均匀 的 。 


4.7.2 磁 路 定律 


磁场 的 问题 既然 简化 为 路 的 问题 ， 磁 场 的 基本 定律 也 要 相应 地 变 为 磁 路 的 基本 定律 。 在 
许多 实际 问题 中 计算 铁心 内 的 主 磁 通 或 B 是 很 重要 的 。 但 在 一 般 情况 下 ， 要 精确 地 求 得 铁 
心 的 磁场 分 布 比较 困难 ， 因 为 磁场 的 分 布 与 线圈 和 铁心 的 形状 密切 相关 。 所 以 工程 上 一 般 都 
是 利用 磁 路 的 方法 近似 地 计算 主 磁 通 。 磁 场 的 基本 方程 用 于 给 定 的 磁 路 时 ， 在 合理 的 近似 下 
可 以 方便 地 求 得 磁场 ， 并 可 以 得 出 磁 路 近似 计算 的 定律 ， 其 形式 与 电路 定律 相同 。 

先 讨 论 简单 的 无 分 支 闭合 铁心 的 磁 路 ， 如 图 4-34 所 示 。 把 安培 环 路 定律 用 于 铁心 中 的 
一 条 闭合 磁力 线 ， 有 

{н .dl = М (4-83) 


AF, 1 及 NN 分 别 是 线圈 中 的 电流 及 莲 数 。 因 积分 路 径 上 各 点 的 及 (及 B) 与 旺 平 行 ， 故 被 
积 函 数 为 


н.а- Жыш „Ёш - 2-9 
ш и ш 
式 中 ，3 是 铁心 横 截面 积 。 代 入 式 (4-83), EEA Ф„ 对 铁心 各 截面 为 常数 ， 得 


PPO— = М (4-84) 
ш 


жав 恒定 磁场 15) 


1 dl 


对 比 导体 电阻 的 公式 及 = 下 ， юре шарк ж жининин, 记 作 
1 dl 
В. = ҮҮ (4-85) 
其 中 ， 磁 导 率 几 与 电导 率 了 对 应 。 把 式 (4.85) RAR (4-84), 1 

Ф.Е, = М 

与 全 电路 欧姆 定律 S = КАНЕ, ЗИ, HE N 叫做 磁 路 的 磁 动 势 ， 记 作 
$„ = М 

于 是 

Ф.К, = En (4-86) 


R (4-86) 称 为 无 分 支 闭合 磁 路 的 欧姆 定律 ， 即 引入 磁 动 势 和 磁 阻 之 后 ， 磁 路 中 的 磁 
通 、 磁 动 势 和 磁 阻 3 者 之 间 的 关系 与 电路 中 的 欧姆 定律 完全 相似 。 图 4-34 中 的 铁心 电感 线 
图 的 磁 路 对 应 于 最 简单 的 电路 一 一 无 分 支 闭合 电路 。 通 电流 的 线圈 对 应 于 电 有 路 的 电源 ， 正 是 
它 激发 起 磁 路 中 的 磁 通 。 

当 磁 路 存在 分 支 时 ， 一 般 说 来 各 分 支 的 磁 通 不 相同 。 图 4-35 所 示 为 一 个 有 分 支 闭合 铁 
心 的 磁 路 ， 对 应 于 一 个 2 节点 、3 支 路 的 电路 。 如 果 忽 略 从 铁心 侧面 漏出 的 B 线 ， 由 磁 通 连 
续 性 原理 {в "dS = 0 ， 不 难 知道 连接 同一 节点 的 各 支 路 的 磁 通 代数 和 为 零 ， 即 

Ф. = Фа + Pes (4-87) 

ЖУН ЕНИН СА ОНГЛУ, КОНО БЕ Е ER, [НЕГ 

到 对 于 任意 复杂 的 磁 路 ， 在 磁 路 的 每 一 个 分 支点 上 所 连 各 支 路 的 磁 通 代数 和 等 于 零 ， 即 
УФ. =0 (4-88) 

而 对 于 每 一 个 闭合 回路 ， 则 有 
过 BR = > Su (4-89) 

这 一 关系 与 电路 中 基 尔 霍 夫 电压 定律 相对 应 ， 称 为 磁 路 的 基 尔 霍 夫 第 二 定律 ， 即 在 磁 路 
的 任意 闭合 回路 中 ， 各 段 磁 路 上 的 磁 压 BR 的 代数 和 等 于 闭合 回路 中 磁 动 势 的 代数 和 。 

式 (4-88) 和 式 (4-89) 称 磁 路 定律 ,分别 相 应 于 电路 的 基 尔 稚 夫 电流 定律 和 电压 定 
律 。 这 种 磁 路 与 电路 的 对 应 ， 可 使 熟悉 的 电路 计算 方法 移植 过 来 用 以 计算 磁 路 。 仿 照 电 路 
图 ， 可 画 出 简化 磁 路 图 。 例 如 ， 对 于 图 4-34 所 示 磁 路 就 可 以 看 做 是 一 磁 阻 与 磁 动 势 串 联 而 
成 ; 对 于 图 4-35 所 示 磁 路 就 可 以 看 做 是 a、c 两 段 磁 阻 并 联 后 再 与 段 磁 阻 及 磁 动 势 串 联 而 
成 。 


Фо 


图 4-34 ”无 分 支 闭合 铁心 的 磁 路 Наз 有 分 支 闭合 铁心 的 磁 路 
应 当 指出 ， 上 述 磁 路 定律 是 从 磁场 的 基本 方程 一 一 安培 环 路 定律 和 磁 通 连续 性 定理 出 


(= тязшечтшнвз 


发 ， 作 了 许多 近似 《例如 不 计 漏 磁 ， 认 为 B 线 沿 着 铁心 周 线 走向 以 及 铁心 截面 上 各 处 B 均 
5) 而 得 出 的 ， 因 此 实际 上 只 是 一 种 估算 。 这 种 估算 对 有 关 的 工程 技术 问题 是 十 分 必要 
的 ， 磁 路 的 计算 在 电机 、 变 压 器 、 电 磁铁 和 仪表 设计 中 都 有 广泛 的 应 用 。 
磁 路 与 电路 有 许多 对 应 关系 ， 如 表 4-2 所 示 。 
+47 磁 路 与 电路 比较 


аж р 路 
磁 动 势 @。= NI UIER д > 
ТТХ “ж/ а 
сэ Гак. БЕТТИН ии 
WR | ашк 
М (ТҮЛИ АА Е СОДИ) 
КОО 磁 路 基 尔 得 夫 第 二 定律 ЖЕКЕЙ (RRRA 
磁 路 欧姆 定 委 欧姆 定 委 


此 外 ， 磁 路 与 电路 存在 着 本 质 的 区 别 : 

1) 磁 路 中 心 不 是 常数 ， 而 是 B 值 的 函数 ， 因 而 磁 路 是 非 线性 的 ;而 电路 中 大 部 分 电阻 
可 以 看 做 线性 电 险 。 

2) 电导 体 与 电介质 的 电导 率 相差 极 大 ， 可 达到 10 ~ 10” 倍 ， 忽 略 漏电 流 误差 不 大 ， 
而 磁 导 体 与 一 般 媒质 的 磁 导 率 比值 为 10 —10° 倍 ， 忽 略 漏 磁 时 会 带 来 相当 大 的 误差 。 

З) 电流 会 在 电阻 上 产生 -- 些 热能 转换 ， 磁 通 不 会 在 磁 阻 上 产生 磁 能 与 热能 的 转换 。 

4) 由 于 必须 考虑 泌 磁 通 ， 磁 路 中 的 磁 动 势 和 磁 阻 是 分 布 的 参数 ， 所 以 磁 路 是 分 布 参 数 
性 质 的 路 。 

以 上 讨论 的 是 不 含 永 磁体 的 磁 路 。 当 磁 路 中 有 永 磁体 em 
时 ， 问 题 要 复杂 一 些 ， 因 为 永 磁体 本 身 也 能 激发 磁场 ， 本 身 | шша. 
也 相当 于 一 个 磁 动 势 ， 这 个 磁 动 势 显然 不 能 归结 为 W， 这 
里 不 作 详细 讨论 。 

磁 通 不 随时 间 变化 的 恒定 值 的 磁 路 〈 称 为 恒定 磁 通 磁 图 | g 
路 ) 的 计算 ,其 目的 是 在 已 知 磁 路 结构 、 尺 寸 及 材料 的 情况 。 S ta 
下 ， 找 出 磁 通 与 磁 动 势 之 间 的 关系 。 一 般 分 为 两 类 问题 : — РД иШ 
类 是 已 知 磁 通 求 磁 动 势 ， 另 一 类 是 已 知 磁 动 势 求 磁 通 。 Р 

例 4-24” 横 截面 为 正方 形 的 电磁 铁 如 图 4-36 所 示 ， 密 оа 
绕 1500 臣 线圈 ， 磁 心 的 内 、 外 直径 分 别 为 10cm 和 12cm。 空 气 际 长 度 为 1 cm。 若 通 过 线圈 
的 电流 为 4A， 磁 性 材料 的 相对 磁 导 率 为 =1200, R: (1) 磁 路 中 的 磁 通 、 磁 感应 强度 
(2) 若 没 有 空气 阶 ， 保 持 与 上 述 相同 的 磁 通 ， 问 线圈 电流 应 该 为 多 少 ? 

解 (1) 由 于 磁性 材料 的 磁 导 率 为 常数 ， 且 外 加 磁 动 势 为 已 知 ， 可 以 用 磁 阻 法 来 计算 
磁 通 。 

铁心 平均 磁 路 长 度 为 


Е] 


1. = 11 х4сш = 44cm 
略 去 边缘 效应 ， 磁 路 的 截面 积 与 空气 院 的 截面 积 相同 ， 即 
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S =2x2cmz = 4cm? 


铁心 和 空气 隙 的 磁 阻 分 别 为 
8 
= Она ат, з0 x 10H 
1200 х4т х 107 х4 х 10™ 
1х10° 
Ra = Н" = 199.04 x 105H- 
© дтх 10 х4х10* 
串联 回路 的 总 磁 阻 
К, = R + R = 206.34 x 10°Н^' 
磁 路 的 磁 通 量 为 
Ф. = М = 1500 х4 Wh -29.08x10-5Wb 
В, 206.34 х 10 
空气 阶 和 铁心 中 磁感应 强度 为 
(А -s 
B = e _ 29.08 x10 T -0727T 
5 4x10" 


(2) EBARA, 平均 磁 路 长 度 为 
la = 11 х4ст = 44ст 
磁 阻 为 
44 x 10° 
1200 x4r x 107 x4 х 10* 
保持 与 上 述 相 同 的 磁 通 ， 线 圈 电 流 应 该 为 
p = PaPa „ 29-08 x 10% х7.30 x 10 
N 1 500 

#14-24 说 明 ， 虽 然 气 隙 很 小 〈 只 占 铁 心 长 度 的 2.3% ) ， 但 对 总 磁 阻 却 有 很 大 影响 〈 是 
铁心 磁 阻 的 28. 3 倍 ) ， 这 显然 是 由 于 空气 磁 导 率 比 铁心 磁 导 率 小 很 多 所 致 ， 由 此 可 见 ， 即 使 
一 个 很 小 的 气 险 ， 它 对 器 件 的 影响 也 是 很 大 的 ， 高 磁 阻 的 气 孙 起 着 主要 的 作用 ， 整 个 磁 路 中 
的 磁 通 D, 受 它 的 限制 ， 正 如 同 在 串联 电路 中 高 电阻 起 主要 作用 一 样 。 为 激发 同一 磁 通 ， 带 
气 隙 的 比 不 带 气 际 的 励磁 电流 大 得 多 。 如 果 气 隙 再 大 ， 磁 阻 必 将 更 高 ， 为 激发 同一 磁 通 所 需 
电流 必 将 更 大 。 因 此 ， 变 压 器 及 一 般 铁 心 线圈 都 使 用 闭合 铁心 ， 只 有 在 特殊 需要 时 某 些 铁心 
线圈 才 开 有 一 个 小 气 阶 (如 荧光 灯 镇 流 器 ) 。 电 机 中 由 于 必须 有 转动 部 分 (转子 ) 和 不 动 部 
分 (定子 ) ， 不 可 能 使 用 完全 闭合 的 铁心 ， 为 了 减少 磁 阻 ， 一 般 都 把 转子 铁心 和 定子 铁心 之 
间 的 气 院 做 得 很 小 。 

例 4-24 的 已 知 条 件 中 包含 了 铁 磁 质 的 值 ， 但 在 实际 工程 问题 中 ， 因 为 铁 磁 质 的 非 线 
性 使 得 无 法 在 确定 其 工作 状态 (五 或 B) 之 前 确定 其 4 值 。 磁 路 计算 的 困难 一 般 恰恰 在 于 BB 
与 了 不 成 线性 关系 ,yk 随 五 值 的 不 同 而 不 同 ， 若 已 知 B 要 求 (RH), ДИЕ B 一 H 曲线 
或 表格 。 计 算 时 ， 求 出 各 段 磁 路 的 磁 压 〈S。R。 或 НІ) 便 可 求 出 NI。 如 果 给 出 NI， 要 求 磁 
通 @。 时 ， 则 需 按 实 际 情况 估算 磁 通 ， 例 如 把 回路 的 全 部 磁 动 势 看 成 只 等 于 气 隙 的 磁 压 ， 进 
行 估 算 , 然 后 作 些 修改 ， 寻 求 一 个 能 满足 式 (4-84) 的 磁 通 ， 一 般 常 需 计 算 若 干 次 才能 得 到 
满意 的 结果 。 显 然 ， 这 是 一 种 试探 法 ， 实 质 上 是 已 知 磁 路 磁 通 求 磁 动 势 的 多 次 计算 方法 。 


Н”! = 7.30 х10°Н"' 


А = 0. 142А 
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4.7.3 ЯШ 


在 实际 中 有 时 需要 把 一 部 分 空间 屏蔽 起 来 ， 免 受 外 界 磁场 的 干扰 。 上 述 铁心 具有 把 B 
线 集中 到 内 部 的 性 质 ， 提 供 了 制造 磁 屏蔽 的 可 能 性 。 一 个 高 上 值 铁 磁 质 制 成 的 屏蔽 日 就 能 起 
到 这 样 的 作用 ， 其 道理 可 借助 磁 阻 的 并 联 来 说 明 。 单 与 空 腔 可 看 做 并 联 的 磁 阻 ， 由 于 空 腔 的 
磁 导 率 jw 远 小 于 单 的 磁 导 率 几 ， 其 磁 阻 远大 于 单 的 磁 阻 ， 于 是 来 自 外 界 的 瑟 线 绝 大 部 分 将 
沿 着 空 腔 两 侧 的 铁 壳 壁 内 “通过 ”,“ 进 入 ” 空 腔 内 部 的 很 少 。 这 就 可 以 达到 屏蔽 的 目的 。 

应 当 指 出 的 是 ， 和 闭合 导体 空 腔 内 静电 场 为 零 不 同 ， 外 磁场 中 闭合 铁 磁 质 空 腔 中 的 磁场 
并 不 为 零 ， 因 而 屏蔽 的 效果 达 不 到 静电 屏蔽 的 效果 。 要 改善 屏蔽 的 效果 ， 可 以 采用 较 厚 的 屏 
蔽 单 或 多 层 屏蔽 的 方法 ， 把 漏 进 空 腔 内 的 残余 磁 通 一 次 次 地 屏蔽 掉 。 另 外 ， 这 种 磁 屏 蔽 方法 
不 宜 用 于 屏蔽 高 频 交 变 磁场 ， 因 为 这 会 在 铁 磁 屏 蔽 四 中 引起 很 大 的 铁 损 。 


习 题 4 


4-1 分 别 求 图 4-37 中 各 种 形状 的 线 电流 在 真空 中 的 己 点 产生 的 磁感应 强度 。 
42 一 个 正 n 边 形 ( 边 长 为 a) 线圈 中 通过 的 电流 为 /， 试 证 此 线圈 中 心 的 磁感应 强度 为 


ponl т 
= Stan 工 
n 
1 1 1 
Р 
Е А 
a) b) 9 
图 4-37 题 4-1 图 
43 ”下面 矢 量 中 哪些 可 能 是 磁感应 强度 В? 如 果 是 ， 求 出 相应 的 电流 密度 Jo 
(1) Е. =40хе, -30уе, (2) Е=Аге, 
(3) F = 12(хе, – уе,) (4) Е =4е, +3re, 
(5) F= -Ae, +4ey (6) Е =3re, +2е, 


4-4 无 限 长 直 导 线 电流 垂直 于 磁 导 率 分 别 为 上 和 jp 的 两 种 介质 的 分 界面 ， 试 求 : (1) 两 种 介质 中 的 
磁感应 强度 В, 和 В,; (2) 磁化 电流 分 布 。 

4-5 ”一 根 细 的 圆 铁杆 和 一 个 很 薄 的 圆 铁 盘 样品 放 在 磁场 Be 中 ， 并 使 
它们 的 轴 与 Bo 平行 ( 铁 的 磁 导 率 为 4)。 求 样品 内 的 B 和 右 ; 若 已 知 
В, =1Т, j=5000po。， 求 两 样品 内 的 磁化 强度 М. 

4-6 证明 磁 介 质 内 部 的 磁化 电流 是 传导 电流 的 (jp, -1) fio 

4-7 如 图 4-38 所 示 ， 已 知 无 限 长 直 导 体 圆柱 由 电导 率 不 同 的 两 层 导 图 4-38 题 47 图 
体 构成 ， 内 层 导 体 的 半径 a, =2mm， 电 导 率 Y =1075/т; 外 层 导 体 的 外 半 
Ж о, =Зтт, 电导 率 y, =4 x10"S/m。 导 体 圆柱 中 沿 轴线 方向 流 过 的 电流 为 7= 100А, R: (1) 两 层 导体 
ФЕ ВЕЛЕ Л, MJ (2) 求 导体 圆柱 内 、 外 的 磁感应 强度 。 


4-8 已 知 在 半径 为 a 的 圆柱 区 域内 有 沿 轴 向 方向 的 电流 ， анне, 其 中 万 为 常数 ， 求 
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圆柱 内 外 的 磁感应 强度 。 

49 ”有 一 贺 截 面 的 环形 螺 线 管 ， 截面 积 为 S， 平 均 半径 为 !， 铁 环 的 相对 磁 导 率 为 KW, ， 环 上 绕 的 
线圈 臣 数 为 NY， 通过 恒定 电流 1, ШЕШ 4-39 所 示 。 假 设 铁心 内 部 的 磁场 均匀 分 布 且 空 气 中 没有 漏 磁 ， 求 : 
(1) 铁心 内 磁场 强度 Н 和 磁感应 强度 В; (2) 环 内 的 总 磁 通 ; (3) 计算 该 螺 线 管 的 电感 (4) 磁场 能 量 。 

4-10 一 个 薄 铁 圆 盘 ， 半 径 为 a， 厚 度 为 6，，b>a， 如 图 4-40 所 示 。 在 平行 于 = 轴 方向 均匀 磁化 ， 磁 化 
强度 为 WM。 试 求 沿 圆 铁 盘 轴线 上 、 铁 盘 内 、 外 的 磁感应 强度 和 磁场 强度 。 

4-11 已 知 一 个 平面 电流 回路 在 真空 中 产生 的 磁场 强度 为 。， 若 此 平面 电流 回路 位 于 磁 导 率 分 别 为 
和 pw 的 两 种 均匀 磁 介 质 的 分 界 平面 上 ， 试 求 两 种 磁 介质 中 的 磁场 强度 再 和 H, o 

412 ”在 恒定 磁场 中 。 若 两 介质 y= 4yo 和 ш, = 2ke， 分 界面 为 y=0 平面 其 上 有 面 电流 密度 K= 
4e,A/m, БЕЯН, = (2e, +3е, -3e:) A/m, ЖН, 

4-13 已 知 y<0 的 区 域内 为 均匀 的 磁 介 质 ， 其 相对 磁 导 率 p, =5000, у>0 的 区 域 为 空气 ， 求 : 当空 气 
中 的 磁感应 强度 В, = (0. 5е, - 10е,) mT 时 ， 磁 介质 中 的 磁感应 强度 В; 当 磁 介质 中 的 磁感应 强度 В = 
(10е, +0. 5е,) mT 时 ， 空 气 中 的 磁感应 强度 Boo 

4-14 真空 中 有 一 厚度 为 4 的 无 限 大 载 流 块 ， 电 流 密度 为 Je,， 在 其 中 心 位 置 有 一 半径 为 e 的 圆柱 形 空 
腔 。 求 腔 内 的 磁感应 强度 。 

4-15 一 铁 制 材料 的 螺 线 环 ， 其 平均 周 长 为 30cm， 截 面积 为 lem*， 在 环 上 均匀 绕 以 300 下 导线 ， 当 绕 
组 内 的 电流 为 0.032A 时 ， 环 内 磁 通 量 为 2 x10“Wb。 试 计算 : (1) 环 内 的 磁感应 强度 和 磁场 强度 ; 
(2) 磁化 面 电流 密度 ;(3) 环 内 材料 的 磁 导 率 和 相对 磁 导 率 ;(4) 磁 心 内 的 磁化 强度 。 

4-16 ”自由 空间 中 ,已 知 矢量 磁 位 4 =3x*ye,， 试 求 已 知 电流 密度 的 分 布 和 磁场 强度 Н 的 分 布 。 

4-17” 设 无 限 长 圆柱 体内 电流 分 布 为 J= -rjoe，(r<a) ， 求 矢量 磁 位 4 和 磁感应 强度 В. 

4-18 ”两 根 无 限 长 直 导 线 ， 布 置 于 x = 上 +1，7=0 处 ， 并 与 z 轴 平行 ， 如 图 4-41 所 示 ， 两 根 导线 分 别 通 
过 电流 7 及 -1/， 求 空间 任意 一 点 处 的 磁感应 强度 В. 
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Р 4-39 题 4-9 图 图 4-40 题 4-10 图 图 4-41 题 4-18 图 


4-19 在 阴极 射线 管 中 的 均匀 偏转 磁场 是 由 在 管 颈 上 放置 一 对 按 余弦 规律 绕 线 的 线圈 产生 的 。 分 析 管 
颈 中 的 磁场 时 ， 可 以 将 管 颈 视 为 无 限 长 ， 其 表面 电流 密度 为 E = Kocose,， 这 样 的 线圈 称 为 鞍 线 图 。 证 明 : 
管 颈 中 的 磁场 是 均匀 的 。 

4-20 ”一 环形 螺旋 管 的 平均 半径 m = 15cm， 其 圆 形 截面 半径 = 2cem， 铁 心 的 相对 磁 导 率 = 1400， 环 
ЕЯ № = 1000 下 线圈 ， 通 过 电流 1=0.7A， 计 算 螺旋 管 的 电感 ， 在 铁心 上 开 一 个 4,=0. lem 的 空气 缝隙 ， 计 
算 电 感 〈 假 设 开口 后 铁心 的 上 不 变 ) ; 求 空气 缝隙 和 铁心 内 的 磁场 能 量 的 比值 。 

4-21 同 轴 线 的 内 导体 是 半径 为 a 的 圆柱 ， 外 导体 是 半径 为 5 的 薄 圆 柱 面 ， 其 厚度 可 以 忽略 不 计 。 如 
图 4-42 所 示 ， 内 、 外 导体 间 充 有 磁 导 率 分 别 为 上 和 js 两 种 磁 介 质 ， 设 同 轴线 中 通过 的 电流 为 /， 试 求 : 
(1) 同 轴线 中 单位 长 度 所 存储 的 磁场 能 量 ; (2) 单位 长 度 的 自 感 。 

4-22 已 知 两 个 相互 平行 ， 相 隔 距 离 为 4， 共 轴 贺 线圈， 其 中 一 个 线圈 的 半径 为 a(a < d) ， 另 一 个 线 


(2 тиешачашина 


圈 的 半径 为 &， 如 图 4-43 所 示 。 试 求 两 线圈 之 间 的 互感 系数 。 
423 ”无 限 长 直 导 线 附 近 有 一 矩形 回路 ， 回 路 与 导线 不 共 面 ， 如 图 4-44 所 示 ， 试 证 它们 之 间 的 互感 为 
б R 
=- n" RO) +]? 


SH 


图 4-42 题 4-21 图 图 4-43 104-22 4 


424 一 个 长 直 导 线 和 一 个 加 环 ОКУ а) 在 同一 
平面 内 ， 图 心 与 导线 的 距离 是 4， 证 明 它们 之 间 互 感 为 
М=ш (d- VE а), 

425 如 图 4-45 所 示 ， 有 一 对 平行 长 直 导 线 ， 导 线 直 
径 d=5mm, 线 轴 相 距 D = 25mm。 若 线 间 加 一 恒定 电 讨 
0 =1 000V， 使 线 上 产生 一 对 方向 相反 、 大 小 相等 的 恒定 
电流 1= 1A。 试 求 ; 线 轴 连 线 中 点 P 处 的 电场 能 量 密 度 和 
磁场 能 量 密度 ， 线 间 单 位 长 度 的 相互 作用 力 F。 тело R 

426 如 图 4-46 ВЛ, СЧА НИНЕ РАНЕЕ, РАЦЕ ЗЕН ЕНШЕ 

427 图 4-47 ARA U ЖИШШ, ДОР N RRINE I TEREP ERGA Ф, ВОВКИ ВА 
ASOR: (1) ШИ; (2) 衔 铁 受到 的 磁场 力 。 


图 4-46 014-26 图 图 4-47 题 4.27 图 
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时 变 电 磁场 


在 本 章 之 前 ， 讨 论 的 对 象 都 是 静态 场 (也 称 稳 态 场 ) ， 包 括 静 电场 、 恒 定 电场 和 恒定 磁 
场 ， 其 中 前 两 者 统称 静态 电场 。 在 静态 场 中 ， 电 场 与 磁场 互 不 相关 ， 既 使 存在 于 同一 时 空 
中 ， 两 者 也 不 发 生 关 联 ， 各 自作 为 一 个 独立 的 对 象 来 讨论 。 在 分 析 静 态 电场 各 场 量 的 空间 分 
布 情况 时 ， 从 不 涉及 与 磁场 有 关 的 任何 概念 ， 同样 ， 在 分 析 恒 定 磁场 时 ， 也 从 不 涉及 与 电场 
有 关 的 任何 概念 。 并 且 静 态 场 的 各 场 量 都 不 是 时 间 的 函数 ， 在 场 量 的 空间 分 布 函 数 式 中 不 含 
时 间 变 量 。 

本 章 将 讨论 一 种 与 静态 电磁 场 上 述 特点 完全 不 同 的 场 一 一 时 变 电 磁场 ， 并 借助 麦克 斯 韦 
方程 在 四 维 时 空 坐 标 下 分 析 电 磁场 量 的 分 布 与 变化 情况 。 为 此 ， 将 学 习 一 些 新 的 物理 量 ， 包 
括 位 移 电流 、 动 态 位 、 坡 印 廷 矢量 等 ， 并 讨论 时 变 电 磁 场 的 边界 条 件 、 波 动 规律 以 及 电磁 能 
基 的 流动 与 传播 。 

值得 注意 的 是 ， 时 变 电 磁 场 与 静态 电磁 场 不 应 被 对 立 起 来 看 待 。 作 为 电磁 场 的 两 类 ， 其 
根本 区 别 仅 在 于 激励 源 〈 也 称 场 源 ) 的 时 变性 ， 由 此 而 导致 两 者 特性 的 诸多 不 同 。 当 这 种 
时 变性 完全 不 被 考虑 时 ， 时 变 电 磁 场 便 退化 为 静态 电磁 场 ; 当 部 分 地 忽略 这 种 时 变性 时 ， 时 
变 电 磁 场 便 退 化 为 准 静 态 电 磁场 一 一 一 种 兼 具 时 变 场 和 静态 场 某 些 特征 的 电磁 场 。 这 种 场 作 
为 时 变 电 磁 场 的 一 个 特例 也 将 在 本 章 予 以 讨论 。 


5.1 ”电磁 感应 定律 


5.1.1 静态 电磁 场 与 时 变 电 磁场 的 特性 


根据 场 量 是 否 随时 间 发 生变 化 ， 场 可 以 分 为 静态 场 〈time-constant fields) 和 时 变 场 
(time-varying fields) 两 类 。 

静态 电磁 场 对 其 场 源 的 依赖 在 时 间 上 是 即时 的 〈 仅 对 线性 理想 介质 而 言 ) 。 对 于 静电 场 
而 言 ， 空 间 中 一 旦 存在 静电 荷 ， 则 立即 在 空间 中 建立 起 静电 场 分 布 ; 若 将 静电 荷 取 走 ， 则 静 
电场 立即 消失 。 静 电场 的 场 量 之 一 一 一 电场 强度 EE 对 其 场 源 有 如 下 依赖 关系 


à par 1 ек 
Е(г) = ")4У' = ')чу' 
ы? те Ir- п 2 4те) к” 2 


(C 工程 电磁 场 与 电磁 波 基础 


RP, r 分 别 为 场 点 、 源 点 的 位 置 矢 量 , R гг = |r -r lers f, PAV Ж EC) 的 源 。 
同样 ， 恒 定 磁场 对 其 场 源 一 一 恒定 电流 也 有 这 种 即时 依赖 关系 ， 即 只 要 场 源 电 流 存在 ， 
磁场 就 存在 ， 若 没有 电流 ， 周 围 的 磁场 就 立即 消失 。 对 于 恒定 磁场 ， 有 
B(r) = га INAV х (к-т) _p ЈО) ЗУ x en 
4nd Ir-r? 4al R 


式 中 , | JON AV 为 恒定 磁场 的 源 。 


静态 场 由 其 场 源 即 时 建立 ,或 者 说 ,， 场 的 建立 相对 于 其 场 源 的 存在 没有 时 间 上 的 滞后 或 
超前 ， 因 此 静态 电磁 场 的 场 量 不 随时 间 发 生变 化 ， 不 是 时 间 的 函数 而 仅 是 空间 坐标 的 函数 。 
上 述 两 式 体现 了 静态 场 的 这 一 特点 。 

另 一 特点 体现 在 静态 电磁 场 的 电场 与 磁场 彼此 独立 。 也 就 是 说 ， 如 果 空 间 中 存在 恒定 电 
则 该 恒定 电流 产生 的 恒定 电场 与 恒定 磁场 彼此 独立 ， 互 不 影响 。 

完全 不 同 于 静态 场 ， 本 章 的 讨论 对 象 一 一 时 变 电 磁 场 拥有 如 下 特点 

1) 时 变 电 磁 场 的 场 量 既是 空间 坐标 的 函数 ， 也 是 时 间 的 函数 。 

2) 时 变 电 磁 场 的 场 量 随时 间 的 变化 滞后 于 其 场 源 随时 间 的 变化 。 

3) 时 变 电 磁 场 的 电场 和 磁场 不 再 彼此 独立 ， 而 是 互 为 激励 ， 即 时 变 的 电场 产生 时 变 的 
磁场 ， 时 变 的 磁场 则 产生 时 变 的 电场 。 电 场 与 磁场 互 为 因果 ， 构 成 统一 电磁 场 不 可 分 隔 的 两 
个 方面 。 

时 变 电 磁 场 的 电场 与 磁场 相互 激励 ， 由 此 改变 电场 能 量 与 磁场 能 量 的 空间 分 布 ， 从 而 产 
生 能 量 的 流动 ， 形 成 从 激励 源 向 远方 传播 的 电磁 波 。 


5.1.2 法 拉 第 电磁 感应 定律 


英国 科学 家 法 拉 第 (M. Faraday) 于 1831 年 在 实验 中 发 
现 了 时 变 磁场 与 电场 之 间 的 联系 ， 即 时 变 的 磁场 产生 电场 。 
电磁 感应 现象 实验 如 图 5-1 所 示 。 在 磁场 中 有 导线 构成 一 闭 
合 回路 1， 回 路 中 接 入 检 流 计 G; 曲面 S 由 回路 ! 的 周 界 所 限 | @) 
定 。 当 穿 过 5 的 磁 通 量 D 发 生变 化 时 ， 回 路 中 会 出 现 感 应 电 га 
流 〈 表 现在 检 流 计 С 的 指针 发 生 偏转 ) ， 这 表明 回路 中 产生 
了 感应 电动 势 (electromotive foree) ， 记 之 为 6;,。 这 种 现象 称 
为 电磁 感应 现象 。 图 中 ， 心 为 回路 中 的 感应 电流 ， 并 有 Л, = (зд 电磁 感应 现象 实验 
人 Ss/R，R 为 导电 回路 的 电阻 。 

法 拉 第 对 电磁 感应 现象 进行 了 精心 研究 ， 总 结 出 了 感应 电动 势 与 磁 通 的 时 间 变 化 率 之 间 
的 关系 ， 即 闭合 回路 中 感应 电动 势 的 大 小 等 于 穿 过 此 回路 的 磁 通 Ф 随时 间 的 变化 率 。 感 应 
电动 势 的 实际 方向 由 楞 次 定律 (Lenz's law) 判定 ， 即 感应 电动 势 在 导电 回路 中 的 实际 方向 
总 是 使 它 所 产生 的 磁场 来 阻止 回路 中 磁 通 的 变化 。 这 种 关系 可 描述 为 


BE 于 = 二 [ds (5-1) 
此 即 法 拉 第 电磁 感应 定律 〈Faraday's law) 的 数学 表达 式 。 


流 
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下 面 以 图 5-2 所 示 系 统 为 例 来 说 明 感应 电动 势 方向 
的 判断 方法 。 这 里 ， 设 当前 时 刻 为 :， 图 中 的 虚线 表示 
时 刻 比 上 - At 时 刻 减少 的 B 线 ,也 就 是 说 ， 当 前 时 刻 的 
磁场 正在 减弱 。 根 据 楞 次 定律 可 知 ， 此 时 ， 感 应 电动 势 
产生 的 磁场 必然 试图 抵消 B 的 这 种 减弱 的 趋势 ， 因 此 在 
图 5-2 中 ， 感 应 电动 势 产生 的 磁场 的 方向 应 该 是 由 下 向 

寸 闭合 回 р! [ 

以 上 从 磁场 的 强 弱 变化 这 一 角度 出 发 对 感应 电动 势 实际 方向 的 判定 方法 进行 了 讨论 ， 下 
面 根据 法 拉 第 电磁 感应 定律 对 该 问题 进行 再 讨论 。 对 此 ， 在 磁场 中 任 取 一 绕 行 回 路 的 方向 为 
感应 电动 势 的 参考 方向 。 当 回路 中 аф/а > 0 ， 即 穿 过 回路 的 磁 通 增加 时 ， 由 电磁 感应 定律 
可 知 Ei<0， 此 时 感应 电动 势 的 实际 方向 与 其 参考 方向 相反 ， 表 明 感 应 电流 产生 的 磁场 要 阻 
止 原 磁场 增强 ; 反之 ， 当 dg@Vdt <0， 即 穿 过 回路 的 磁 通 减 小 时 ， 可 知 Gi>0， 此 时 感应 电动 
势 的 实际 方向 与 其 参考 方向 相同 ， 表 明 感 应 电流 产生 的 磁场 要 阻止 原 磁场 减弱 。 这 也 正 是 法 
拉 第 电磁 感应 定律 中 “ - ”号 的 物理 意义 。 

例如 在 图 5-2 中 ， 设 闭合 回路 ! 的 绕 行 方向 为 逆 时 针 方向 ， 该 方向 也 是 感应 电动 势 的 参 
考 方向 。! 的 绕 行 方向 确定 之 后 ， 由 右手 螺旋 法 则 便 可 确定 曲面 5 的 方向 ,这 里 ，5 的 方向 
是 向 上 的 。 当 磁场 随时 间 + 而 减弱 ( 即 B 的 值 减 小 ) 时 ，! 中 的 磁 通 量 = 1 В · dS 也 随时 
间 t 减 小 ， 即 dB/di <0， 因 此 感应 电动 势 的 实际 方向 与 其 参考 方向 相同 ， 为 逆 时 针 方向 。 

导致 闭合 回路 磁 通 变 化 的 原因 有 以 下 3 种 : 

1) 磁感应 强度 至 随时 间 变化 而 闭合 回路 的 任 一 部 分 对 媒质 没有 相对 运动 。 这 样 产生 的 
感应 电动 势 称 为 感 生 电 动 势 ， 表 示 为 


=-[#- 45 
k 
变压器 就 是 利用 这 一 原理 制 成 的 ， 所 以 这 种 感应 电动 势 也 称 为 变压器 电动 势 (trans- 


former induction) 。 
2) B 不 随时 间 变 化 而 闭合 回路 的 整体 或 局 部 相对 于 媒质 有 运动 。 这 样 产生 的 感应 电动 
势 称 为 动 生 电动 势 ， 表 示 为 
= о xB) -dl 


AH, v 为 闭合 回路 相对 于 媒质 的 运动 速度 。 

这 正 是 发 电机 的 工作 原理 ， 故 也 称 这 种 感应 电动 势 为 发 电机 电动 势 (motional induc- 
tion) 。 

3) B 随时 间 变 化 且 闭 合 回路 相对 于 媒质 有 运动 ， 此 时 产生 的 感应 电动 势 是 感 生 电动 势 
和 动 生 电动 势 的 益 加 。 即 


=-[2. dS + $(» x B) .dl 
由 电磁 感应 定律 能 够 根据 磁 通 的 时 间 变化 率直 接 确定 感应 电动 势 ; 至 于 感应 电流 ， 则 还 


( хизшезашини 


要 知道 闭合 回路 的 电阻 才能 求 得 。 对 于 给 定 的 导电 回路 ,感应 电流 与 感应 电动 势 成 正比 ; 如 
果 回路 并 不 闭合 或 者 说 回路 的 电阻 为 无 限 大 ， 则 虽 有 感应 电动 势 却 没有 感应 电流 。 因 此 ， 在 
理解 电磁 感应 现象 时 ， 应 理解 感应 电动 势 是 比 感应 电流 更 为 本 质 的 物理 量 ， 感 应 电动 势 的 大 
小 只 与 穿 过 回路 的 磁 通 随时 间 的 变化 率 有 关 ， 而 与 构成 回路 的 材料 的 特性 无 关 。 因 此 ， 电 磁 
感应 定律 可 以 推广 到 任意 媒质 内 的 假想 回路 中 。 

需要 进一步 讨论 的 问题 是 ， 这 个 感应 电动 势 与 线圈 的 存在 是 否 有 关 。 实 际 上 ， 感 应 电动 
势 的 存在 并 不 依赖 于 线圈 的 存在 。 在 放置 于 时 变 磁场 的 线圈 中 产生 了 感应 电动 势 ， 是 因为 时 
变 磁 场 在 空间 中 激发 了 感应 电场 ， 正 是 这 个 感应 电场 推动 了 线圈 中 电荷 的 运动 。 

由 电动 势 的 定义 可 知 ， 回 路 中 的 感应 电动 势 为 


En =$ En +d =-= 


式 中 ， EE, 为 感应 电场 。E,, 的 存在 ， 是 磁场 变化 的 结果 。 
HERRAR (5-1), 得 


fE d=- fB -as (5-2) 


这 就 是 电磁 感应 定律 的 积分 形式 ， 反 映 了 感应 电场 与 变化 的 磁场 之 间 的 定量 关系 。 式 (5-2) 
表明 ， 感 应 电场 E, 的 环流 不 等 于 零 。 与 静电 场 不 同 ， 感 应 电场 是 非 保 守 场 ， 它 的 力 线 是 一 
些 无 头 无 尾 的 闭合 曲线 ， 故 称 感应 电场 为 涡 旋 电场 。 

- 般 情况 下 ， 空 间 中 既 存 在 由 静止 电荷 产生 的 库仑 电场 ， 也 存在 感应 电场 。 麦 克 斯 韦 将 
上 述 关系 推广 ， 认 为 对 任何 电磁 场 都 有 


feas- [eds+$ Oxe .a (5-3) 


式 中 ，E 为 空间 中 的 总 场 强 。 
应 用 斯 托 克 斯 定理 ， 得 到 式 (5-3) 的 微分 形式 ， 即 


vE =-2, Vx (v xB) (5-4) 


此 即 法 拉 第 电磁 感应 定律 的 微分 形式 ， 其 物理 意义 是 ， 时 变 的 磁场 产生 电场 。 
因此 ， 法 拉 第 电磁 感应 定律 可 描述 如 下 : 随时 间 变 化 的 磁场 产生 电场 ， 电 场 的 方向 、 磁 
场 的 方向 遵循 楞 次 定律 。 
在 静止 媒质 中 ,， 式 (5-4) 简化 为 
УхЕ=-— 
ðt 
麦克 斯 韦 将 上 述 关系 作为 电磁 场 的 基本 方程 之 
一 。 它 揭示 了 变化 的 磁场 产生 电场 这 一 重要 的 物理 本 
质 ， 从 而 把 电场 与 磁场 紧密 联系 在 一 起 。 
例 5 -1 一 面积 为 ab 的 矩形 线圈 放置 于 由 两 根 平 
行 导线 所 确定 的 平面 ， 相 距 为 d 的 两 导线 中 始终 通 以 
方向 相反 的 电流 ， 如 图 5-3 所 示 。 电 流 的 变化 规律 为 
100) = 10sin(2m x 10”) A ， 试 求 线圈 中 的 感应 电动 势 。 图 53 例 5-! 图 
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R 建立 直角 坐标 系 。 在 c<x<b+c 范围 内 ， 两 导线 产生 的 磁感应 强度 (Т) 为 
в! Hl 
2m 270 4) 


穿 过 回路 的 磁 通 量 (Wb) 为 


Е х _ Hola, [(b+e)(c-d) 
-Ba = 三 1-10) е а неса) 
ребро (У) а. 
En =- Ë apf Etele- d) z = - шасов(2т x 10%)In [2206-2 x10 


dt “з c(b +c- d) 

例 5 -2 AATE аны АШ R=0.20, 两 
导线 间距 为 0. 2m， 滑 条 ab 搭 接 在 两 导线 上 ， 从 而 构成 回路 ， 
正弦 磁场 B =e,5sinwt W HFA, WME 5-4 所 示 。 如 
果 滑 条 ab 的 位 置 以 x =0.35(1 - cosot) т 的 规律 变化 ， 求 回 
路 中 的 感应 电流 。 

解 在 :时刻 ， 回 路 中 的 磁 通 量 为 


D= |ва = | ec5sinot e.0.2dx 


c(b+c-d) 


= 0.35(1 ~ coswt) sinat Wb из ЖУРЕ 
回路 中 的 感应 电动 势 为 
En =- 32 = -0,35 М ~ совы) віта] V _ 0.35u(cos2ot - coswt) V 


а 


因此 ， айй 
En 0.35w(cos2wt — coswt) 


= R = a AE = 1.75w(cos2wt – coswt) A 


5.2 位移 电 流 与 全 电流 定律 


法 拉 第 电磁 感应 定律 揭 开 了 电场 与 磁场 相互 联系 的 一 个 方面 一 一 变化 的 磁场 激发 电场 。 
麦克 斯 韦 为 了 解决 把 恒定 磁场 的 安培 环 路 定律 应 用 到 非 恒定 电流 电路 时 所 遇 到 的 矛盾 ， 提 出 
了 “位 移 电流 ”假说 ， 对 安培 环 路 定律 进行 了 修正 ， 并 给 出 了 安培 环 路 定律 的 完整 形式 。 
所 谓 位 移 电 流 假说 ， 即 随时 间 变化 的 电场 形成 位 移 电 流 。 这 一 假说 被 认为 是 麦克 斯 韦 对 电磁 
场 理论 重大 贡献 的 核心 ， 它 揭示 了 电场 与 磁场 联系 的 另 一 个 方面 一 一 变化 的 电场 激发 磁场 。 

恒定 磁场 的 安培 环 路 定律 为 

фн-а = [3-45 =1 


式 中 ,，J 为 电流 ， 包 括 传导 电流 和 运 流 电流 。 

传导 电流 conduction current) 是 自由 电荷 定向 移动 形成 的 电流 ， 只 存在 于 导电 媒质 中 。 
设 导 电 媒 质 的 电导 率 为 y(S/m) ， 则 传导 电流 密度 =yE。 运 流 电 流 (convection сштеп!) 
只 存在 于 真空 或 气体 中 ， 是 带电 粒子 在 其 中 以 一 定 速度 运动 形成 的 电流 。 设 带电 粒子 的 运动 
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速度 为 w， 则 运 流 电流 密度 为 py。 传导 电流 和 运 流 电流 
分 别 存在 于 不 同 的 媒质 中 ， 两 者 不 可 能 在 空间 的 同一 点 | 
上 共存 。 因 此 ， 上 式 中 的 了 仅 表 示 这 两 种 电流 中 的 一 种 。 ~ 
对 于 导体 (例如 金属 ) 以 及 其 他 一 些 导电 媒质 (例如 海 
水 、 土 壤 等 ) ， 只 有 传导 电流 而 没有 运 流 电流 。 
考虑 到 运 流 电流 的 产生 需要 一 些 特殊 条 件 ， 在 实际 
的 电磁 场 问题 中 并 不 多 见 ， 工 程 中 常见 的 都 是 传导 电流 。 图 5.5 含有 电容 器 的 交 变 电流 电路 
因此 本 书 中 为 了 便于 描述 ， 在 无 特别 说 明 的 情况 下 ，J 
均 表示 传导 电流 。 
麦克 斯 韦 在 将 上 述 形式 的 安培 环 路 定律 应 用 于 图 5-5 所 示 的 含有 电容 器 的 交 变 电流 电路 
时 ， 发 现 了 一 个 问题 。 图 中 ，! 为 闭合 曲线 ，S, 为 由 1 限定 的 被 导线 贯穿 的 曲面 ，5, 为 由 1 
限定 的 但 不 被 导线 贯穿 、 包 含 电容 器 一 个 极 板 的 曲面 。 问 题 体现 在 : 在 分 别 采 用 曲面 5, 和 
S, 应 用 安培 环 路 定理 计算 H 的 环流 时 ， 得 到 的 结论 是 矛盾 的 ， 人 恒定 磁场 的 安培 环 路 定律 在 
后 一 种 情形 下 似乎 不 成 立 。 说 明 如 下 : 
按照 恒定 磁场 的 安培 环 路 定律 ， 磁 场 强度 五 沿 闭 合 回路 的 线 积分 等 于 穿 过 该 回路 所 限 
定 的 任 一 曲面 的 电流 。 在 图 5-5 中 ， 对 于 5, ， 显 然 有 
фн.а = [2-95 =i 
然而 对 于 5,， 由 于 电容 器 中 不 存在 传导 电流 ， 故 有 
фн-а = 2-4 = 0 


上 述 两 式 是 吾 沿 同一 闭合 回路 I 积分 得 到 的 互相 矛盾 的 两 种 结果 ， 这 一 矛盾 的 直接 原因 
是 传导 电流 不 连续 。 可 见 ， 便 定 磁场 中 的 安培 环 路 定律 存在 局 限 性 ， 不 适用 于 处 理 时 变 场 问 
题 。 

图 5-5 中 ,虽然 在 电容 器 极 板 间 不 存在 传导 电流 ， 但 正 是 由 于 极 板 处 传导 电流 不 连续 ， 会 
引起 极 板 上 电荷 量 的 变化 ， 因 此 在 极 板 间 存在 随时 间 变 化 的 电场 。 麦 克 斯 韦 假想 在 极 板 间 也 存 
在 某 种 “电流 "， 它 与 电场 的 时 间 变化 率 有 关 ， 且 其 大 小 等 于 同时 刻 电路 中 的 传导 电流 。 这 个 
假想 的 电流 ， 就 是 位 移 电流 (displacement сштепі) 。 以 下 是 关于 位 移 电 流 的 论证 过 程 。 

记 图 5-5 中 5,, 5, 共同 构成 的 闭合 面 为 S， 根 据 电 荷 守恒 原理 ， 有 


$J -as =- 
ЗКУ, 7 为 传导 电流 密度 ;4 为 电容 器 极 板 上 的 电荷 量 。 对 于 闭合 面 5， 根 据 高 其 定律， 有 
{2-45 = 9 ， 故 上 式 可 变换 为 


5› 


< 


лав =-4 -as (5-5) 
因 5 为 任意 封闭 曲面 ， 所 以 被 积 函数 恒 等 。 这 里 ， 定 义 
әр 
ðt 


为 位 移 电流 密度 。Js 具有 电流 密度 的 量 纲 ， 单 位 为 安培 每 平方 米 ( A/m?) 。 


Ј = (5-6) 
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由 定义 可 知 ， 位 移 电流 密度 Js 是 电位 移 〈 电 通 密度 ) D 的 时 间 变 化 率 ， 或 者 说 ， 是 电 
场 的 时 间 变 化 率 。J, 的 大 小 只 与 电场 的 时 间 变 化 率 有 关 ， 而 与 电场 本 身 的 大 小 无 关 。 如 果 
某 一 时 刻 电场 的 时 间 变 化 率 为 零 ， 则 即使 电场 很 强 ，J 也 仍然 为 零 。 

在 静电 场 中 ， 由 于 场 量 E、D 的 时 间 变化 率 为 零 ， 因 此 不 存在 位 移 电 流 ; 在 电导 率 较 低 
的 媒质 中 ， 位 移 电流 密度 Js 有 可 能 大 于 传导 电流 密度 J; 而 在 良 导体 中 ， 电 流 主要 以 传导 
电流 的 形式 存在 。 

由 式 (5-5) 和 J 的 定义 ,可 得 


$ (2+2) as -0,0 ф оуу ур+48 =0 (57) 
相应 的 微分 形式 为 
v- (17+)=0 ,mv + =0 (5-8) 


位 移 电流 的 引入 使 得 电流 保持 了 连续 性 ， 这 就 是 麦克 斯 韦 关于 位 移 电流 的 假说 。 由 于 
了 J+ 几 涵盖 了 传导 电流 、 运 流 电流 和 位 移 电 流 ， 故 称 为 全 电流 (total current)。 式 (5-7) 和 
R (5-8) 表明 ， 全 电流 遵循 电流 守恒 定律 ， 此 两 式 称 为 全 电流 连续 性 方程 〈 即 时 变 条 件 下 
的 电流 连续 性 方程 ) 。 

麦克 斯 书 认 为 ， 不 仅 传导 电流 能 够 激发 磁场 ， 位 移 电流 也 能 激发 磁场 。 他 对 恒定 磁场 的 
安培 环 路 定律 作 了 修正 ， 在 其 中 增加 了 位 移 电流 一 项 ， 从 而 得 到 积分 形式 的 全 电流 定律 ， 即 


ўна = f ggo as = [| (g+?) а8 (5-9) 


эг 
式 中 ，S 为 由 闭合 回路 1 所 限定 的 任意 曲面 。 
全 电流 定律 表明 ， 若 用 全 电流 +J 替代 原 安培 环 路 定律 中 的 传导 电流 J， 则 安培 环 路 
定律 在 时 变 场 中 仍然 适用 。 全 电流 定律 也 称 为 广义 安培 环 路 定律 ， 其 微分 形式 为 


VJ + T+ (5-10) 


全 电流 定律 指出 ， 时 变 磁 场 是 由 传导 电流 和 位 移 电流 共同 产生 的 。 因 位 移 电 流 是 由 时 变 
电场 形成 的 ， 故 可 得 出 如 下 结论 : 随时 间 变 化 的 电场 能 够 产生 磁场 。 这 也 是 全 电流 定律 的 物 
理 意义 。 

需要 指出 的 是 ， 位 移 电 流 与 传导 电流 存在 本 质 上 的 不 同 ， 体 现在 : 

1) 产生 的 机 理 不 同 。 位 移 电流 是 由 电场 的 变化 而 不 是 电荷 的 运动 形成 的 。 

2) 产生 的 热效应 不 同 。 尽 管 位 移 电流 在 电介质 中 会 产生 热效应 ， 但 不 产生 焦耳 热 损 
耗 ， 这 一 点 与 传导 电流 在 通过 导体 时 会 产生 焦耳 热 损 耗 是 不 同 的 。 

位 移 电流 与 传导 电流 的 共同 性 质 是 按 相同 的 规律 激发 磁场 。 

位 移 电 流 最 初 只 是 一 种 假说 。 基 于 这 一 假说 ， 麦 克 斯 韦 提出 了 著名 的 麦克 斯 韦 方程 组 ， 
并 预言 了 电磁 波 的 存在 ， 这 一 预言 又 于 1888 年 被 赫兹 通过 实验 所 证 明 ， 从 而 反 过 来 证 明了 
位 移 电 流 假说 的 正确 性 。 

根据 法 拉 第 电磁 感应 定律 可 知 ， 任 何 随时 间 变 化 的 磁场 都 会 在 邻近 的 空间 激发 感应 电 
场 ， 并 且 时 变 的 磁场 所 激发 的 电场 也 是 时 变 的 ， 即 在 充满 时 变 磁场 的 空间 中 同时 也 存在 着 时 
变 的 电场 。 根 据 全 电流 定律 可 知 ， 任 何 时 变 的 电场 都 会 在 邻近 的 空间 激发 起 时 变 的 磁场 。 时 


(9 твешезешины 


变 电 场 与 时 变 磁场 相互 激励 ， 从 而 构成 统一 的 时 变 电 磁 场 。 电 磁感应 定律 和 全 电流 定律 从 两 
个 方面 描述 了 时 变 电 磁场 的 特性 。 

0153 设 处 于 某 种 导电 媒质 中 的 电磁 场 其 电场 强度 的 大 小 EC) = 已 .coswt ， 这 里 
中 =10?rad/s， 导 电 媒 质 的 电导 率 y =1 x10-“S/m， 相 对 介 电 常数 e, =2.5。 计 算 此 媒质 中 的 
传导 电流 密度 和 位 移 电 流 密度 之 比 。 

解 ”传导 电流 密度 J] = YE(!) = yE。coswt ， 其 振幅 J。= УЕ. o 


位 移 电流 密度 = 2000 = aED оак чы, SRM Ja = вое. 。 


传导 电流 密度 和 位 移 电 流 密度 之 比 ， 应 为 两 者 的 有 效 值 之 比 ， 或 者 振幅 之 比 ， 故 有 
Ja УЕ. у 
Л. so 本 кш 
代入 本 题 的 已 知 条 件 ， 得 
1x10" 
Jan 2.5 x 8.85 x 107° x 10° 


5.3 ”时 变 电 磁场 的 基本 方程 一 一 麦克 斯 韦 方程 


麦克 斯 韦 在 总 结 法 拉 第 等 人 工作 的 基础 上 ， 结 合 位 移 电流 假说 ， 采 用 严格 的 数学 方法 将 
电磁 场 理 论 归结 为 4 个 方程 式 ， 这 就 是 著名 的 麦克 斯 韦 方程 组 (Maxwell's equations) ， 也 称 
为 电磁 场 基本 方程 组 。 这 组 方程 概括 了 宏观 电磁 现象 的 基本 性 质 ， 是 电磁 理论 的 基础 ， 它 在 
电磁 场 理论 中 的 地 位 犹如 牛顿 定律 在 经 典 力学 中 的 地 位 。 

麦克 斯 韦 根据 方程 推断 ， 随 时 间 变化 的 电场 又 激发 变化 的 磁场 ， 而 变化 的 磁场 又 激发 起 
变化 的 电场 …， 如 此 交替 激发 ， 这 样 激发 的 时 变 电 磁 场 将 以 波动 的 方式 向 远方 传播 ， 这 就 是 
麦克 斯 韦 关 于 电磁 波 的 预言 。 本 节 重 点 讨论 麦克 斯 韦 方程 组 。 


= 4.52 х10° 


麦克 斯 韦 方程 的 积分 形式 为 
н.а = | (2+ Р). аз (全 电流 定律 ) (5-11a) 
А ч ðt 
феса -- [98.45 воал) (5-16) 
{8-45 =0 ( 磁 通 连续 性 定理 ) (5-11e) 
$D -as = | pav (高 斯 定理 ) (5-11d) 
式 (5-11) 是 对 电磁 场 的 宏观 描述 ， 对 电磁 场 的 微观 描述 采用 麦克 斯 书 方程 的 微分 形 
式 : 
ухн=у+°Р (5-12а) 
дг 
ôB 


УхЕ=-— 5-12! 
Б ðt ‹ b) 
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V.B=0 (5-12c) 
V-D =p (5-12d) 

以 下 对 麦克 斯 韦 方程 所 反映 的 电磁 场 基本 特征 及 其 物理 意义 进行 讨论 和 说 明 。 

1) R (5-11a) MR (5-12a) 是 修正 后 的 安培 环 路 定律 ， 称 为 全 电流 定律 ， 也 称 麦 克 
斯 书 第 一 方程 。 它 表明 电流 和 变化 的 电场 都 将 产生 磁场 。 

2) 式 (5-11b) MR (5-12b) 是 推广 的 电磁 感应 定律 ， 也 称 麦 克 斯 韦 第 二 方程 ， 它 表 
明 变 化 的 磁场 将 产生 电场 。 

另外 ， 麦克斯韦 第 一 、 二 方程 均 表 明 : 在 时 变 电 磁 场 中 ， 电场、 磁场 的 方向 处 处 冬 直 。 

3) Ж (5-11с) MA (5-12c) 表达 了 磁 通 连续 性 定理 ， 这 一 方程 式 原本 是 在 恒定 磁场 
中 得 到 的 ， 麦 克 斯 韦 将 之 推广 到 变化 的 磁场 中 。 该 方程 式 说 明 磁力 线 是 无 头 无 尾 的 闭合 曲 
线 ， 从 物理 意义 上 看 ， 意 味 着 在 空间 中 并 不 存在 自由 磁 荷 。 

4) 式 (5-11d) 和 式 (5-12d) 是 高 斯 定理 ， 对 于 静电 荷 和 时 变 电 荷 都 适用 ， 它 表达 了 
电荷 能 够 激发 电场 这 一 观点 。 

5) 麦克 斯 韦 方程 不 仅 描述 了 任意 时 刻 任意 点 上 的 电场 和 磁场 的 时 空 关 系 ， 而 且 将 同一 
时 空 点 上 的 电磁 场 量 和 场 源 联系 在 一 起 ， 即 对 于 时 变 电 磁 场 而 言 ， 电 场 的 源 包括 电荷 和 变化 
的 磁场 ， 磁 场 的 源 包 括 电流 和 变化 的 电场 。 变 化 的 电场 和 变化 的 磁场 相互 激发 、 相 互联 系 
形成 统一 的 电磁 场 。 

6) 由 微分 形式 的 麦克 斯 志方 程 易 见 ， 时 变 电 场 是 有 旋 有 散场 ， 时 变 磁场 是 有 旋 无 散 
场 。 但 时 变 电 磁场 的 电场 与 磁场 是 统一 体 中 不 可 分 割 的 两 个 方面 ， 故 时 变 电 磁 场 是 有 旋 有 散 
场 。 

然而 ， 在 电荷 与 电流 均 不 存在 的 无 源 区 域 ， 时 变 电 磁 场 是 有 旋 无 散场 。 此 时 电场 与 磁场 
相互 交 链 ， 形 成 电磁 波 。 

7) 通常 情况 下 ， 时 变 电 磁 场 的 源 量 和 场 量 既是 空间 坐标 的 函数 又 是 时 间 е 的 函数 ， 源 
基 的 时 变性 导致 了 场 量 的 时 变性 。 若 源 量 不 随时 间 变 化 ， 则 场 量 也 不 随时 间 变 化 ， 此 时 的 电 
磁场 即 为 静态 场 ， 麦 克 斯 书 方程 也 随 之 退化 为 静态 电场 、 恒 定 磁场 的 基本 方程 。 

8) 麦克 斯 韦 方程 组 中 的 4 个 方程 并 不 是 独立 的 。 例 如 对 方程 式 (5-12b) 两 边 取 散 度 ， 


得 


由 于 上 式 左边 恒 为 零 ， 故 有 


如 果 上 式 恒 成 立 ， 可 能 的 原因 只 有 两 个 : 第 一 ，B 不 是 时 间 的 函数 ; 第 二 ，V* B=0。 
第 一 个 原因 显然 没有 可 能 性 ， 唯 一 可 行 的 选择 是 B=0， 这 就 是 式 (5-12c)。 可 见 , 方程 
式 (5-12b) 包含 方程 式 (5-12 с), 
同 理 ， 将 方程 式 (5-12a) 两 边 取 散 度 ， 代 入 方程 式 (5-12d) ， 可 以 导出 
у. = % 
ðt 
这 就 是 电流 连续 性 方程 。 
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可 见 ， 电 流连 续 性 方程 包含 在 麦克 斯 韦 方程 组 中 ， 而 且 麦 克 斯 韦 方程 组 中 的 4 个 方程 
并 不 是 四 个 独立 的 方程 。 而 描述 电磁 场 运动 规律 的 场 量 有 EE、D、 及 、B， 因 此 ,不 可 能 
通过 上 述 的 麦克 斯 韦 方程 组 求解 出 E、D、 且 、B 这 4 个 场 量 。 其 原因 是 时 变 电 磁 场所 在 
空间 的 媒质 是 任意 的 ， 即 和 DD 之 间 、B 和 五 之 间 的 关系 是 任意 的 。 可 见 ， 上 述 的 麦克 
斯 韦 方程 的 积分 形式 和 微分 形式 描述 的 是 任意 空间 中 的 电磁 场 运动 规律 ， 而 不 是 某 一 限定 
空间 中 的 电磁 场 运动 规律 ， 故 称 式 (5-11) MR (5-12) 为 非 限 定形 式 的 麦克 斯 韦 方程 ， 
它 适用 于 任何 媒质 。 所 谓 非 限定 ， 是 指 在 媒质 没有 确定 之 前 , E、D、HH、B 这 4 个 场 量 
还 无 法 确定 。 

在 线性 和 各 向 同性 的 媒质 中 ,，E、D、 有 H、B 这 4 个 场 量 之 间 的 关系 为 


D = гЕ = ,2,Е (5-13) 
B = pH = p, poH (5-14) 
Ј = уЕ (5-15) 


R (5-13) ~ 式 (5-15) 称 为 媒质 的 本 构 关系 方程 。 将 其 代入 式 (5-12) ， 则 麦克 斯 韦 
方程 组 可 用 E 和 五 两 个 场 量 写 出 ， 即 


VxH = yE +88 (5-16а) 

Vai (5-16b) 
дг 

У.Н = 0 (5-16с) 

У.Е = р (5-164) 


Җ (5-16a) ~ 式 (5-164) 称 为 限定 形式 的 麦克 斯 韦 方程 ， 它 与 媒质 的 特性 有 关 。 通 过 
求解 上 述 方程 组 ， 可 求 得 EE 和 及 ， 进 而 得 到 E、D、H、B 这 4 个 场 量 。 

麦克 斯 韦 方程 描述 了 电磁 现象 的 规律 ， 所 有 电磁 问题 的 求解 原则 上 都 可 以 归结 为 对 麦克 
斯 韦 方程 的 求解 。 只 要 在 具体 问题 中 给 出 电磁 场 的 初始 条 件 与 边界 条 件 ， 那 么 就 可 以 通过 求 
解 才 克 斯 韦 方 程 组 得 到 基本 场 量 已 和 瓦 。 

由 麦克 斯 韦 方程 不 难看 出 静态 电磁 场 与 时 变 电 磁场 的 关系 。 前 面 讨论 过 的 静态 场 基本 方 


程 就 是 在 25 =-0、22 =0 这 一 特殊 情况 下 的 码 克 其 市 方 程 ， 因 此 前 态 电磁 声 只 是 时 变 电 碰 声 


的 一 种 特殊 情形 。 
例 5-4 在 无 限 大 自由 空间 中 ,已 知 磁场 强度 H(z,t) = 9 x 10 “cos(10%t - hz)e,A/m ， 
试 求 空间 任 一 点 的 电位 移 D 和 电场 强度 EE。 这 里 ，k 为 常数 。 
解 ” 自 由 空间 为 无 源 区 域 ， 没 有 传导 电流 (J =0) ， 因 此 麦克 斯 韦 第 一 方程 在 这 里 可 写 
为 
ухн=?Р 
ðt 
根据 已 知 条件 ， 由 上 式 进一步 得 到 
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е, е, е, е, е, е, 
ðH, ӘН, 
D_ уун- 1а ә аја ә а ән, Ән, 
аг Әх Әу Әг) |әх ду az| Әх az 
H, H, Н, оон, 0 


=- =, =-9 х 10™%ksin(10°t - kz) e,C/m° 
z 
Bp 
2. =-9 х 10 sksin(10% – Ас) Сит? 
上 式 对 时 间 变 量 : 进行 不 定 积分 ， 得 到 
D, = 9x10-8kcos(105 - kz) +e 
式 中 ，*e 为 由 初始 条 件 确定 的 积分 常数 ， 在 无 限 大 空间 的 条 件 下 可 取 c =0。 
因此 ， 空 间 任 一 点 的 电位 移 和 电场 强度 为 
D(z,t) = 9 х 10°'“&сов(10°® - Ег) е, Сит? 
E = 02-9 10.109 — kz)e,V/m = 1.02 x 10%kcos( 10": — kz)e,V/m 
eco 8.854 х 10 
015-5 在 无 限 大 自由 空间 中 ,已 知 电场 强度 EE(z,t:) = Eusin(wt - kz)e, ， 试 求 空间 任 
一 点 的 磁场 强度 Н 和 磁感应 强度 B。 这 里 ，E。、 上 均 为 常数 。 


解 ” 方 法 一 根据 才 克 斯 第 二 方程 x= -ERRI 
由 已 知 条 件 可 知 ， 本 题 中 (z, 0) =E, BA 


е, е, е, e, е, е, 
дЕ, Е, 
Ws | # ај ја а а а, ак, 
дх ду д: дх ду дт Ox д: 
Е, Е, Е, 0 Е, 0 


И Е, 仅 为 = 的 函数 ， =0， 上 式 可 进一步 简化 为 VxE =- ЕЙ 。 根 据 麦 克 斯 韦 
第 二 方程 和 上 述 计算 结果 ， ЯКАВЯИНЕ, 得 到 
ðB 


-v дЕ, 
ГЕК ХЕ = „© = – БЕ „соз(аї — kz)e, 
上 式 对 时 间 变 量 上 进行 不 定 积 分 ， 得 到 
В, о = kz) +c 
式 中 ,“ 是 由 初始 条 件 确定 的 积分 常数 ， 这 里 可 取 с =0。 故 可 知 


КЕ. 
В, = – —sin(wt — kz) 
w 


因此 ， 磁 感应 强度 和 磁场 强度 分 别 为 
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КЕ. 
有 =- 一 =sin(ol - kz) е, 
w 


kE, 
H = -一 ssin(ot - kz) e, 
wo 


„®: 

Am 
方法 二 ”根据 麦克 斯 韦 第 一 方程 YH = Ј + a 求解 此 题 。 
由 于 在 无 限 大 自由 空间 中 传导 电流 了 =0， 故 有 


УхН = aes Pad = weoE,cos(wt – kz)e, 
ðt ðt 
又 因为 
е, е, А |е е, е, 
ән, ән, ән, 
ухна. A ај y 一 е, = е, 
Әх ду Әг) Jax ду ð| дг ду д: 
н, н, H,| н, O 0 
所 以 有 
А 


Е оє,Е„соз( wt — kz) 
上 式 对 z 积分 ， 得 到 
РА 


=- k sin(wt — kz) + с’ 


式 中 ，" 为 积分 常数 ， 这 里 取 “' =0。 故 可 知 


WEE n 


H(z,t) =- 


sin( wt - kz)e, 


B(z,t) = mH =- Е - kz)e, 

说 明 : 

@ 采用 上 述 两 种 方法 求解 吾 和 B， 其 结果 在 表达 形式 上 有 所 不 同 。 但 通过 后 面 章节 的 
分 析 可 知 ， 对 于 平面 电磁 波 而 言 有 上 =w Vhs， 故 上 述 两 种 方法 的 求解 结果 实际 上 是 一 致 
的 。 

ан, 


H, H, 
Фя уин, MNRE =, Ea PNA EAA RER T 


-个 分 量 的 原因 是 , H 的 方向 可 以 根据 E 的 函数 式 进行 判断 ， 从 而 决定 保留 哪个 方向 的 分 
量 。 这 一 判断 过 程 不 需要 进行 计算 。 判 断 方法 如 下 : 

НЕ WRIA, Е 的 方向 为 6, 的 方向 ， 电 磁 能 量 的 传播 方向 为 e, 的 方向 。 所 以 ， 

н 的 方向 必然 为 -e, 的 方向 (因为 E、H、 电 磁场 能 量 的 传播 方向 3 者 之 间 应 满足 右手 螺旋 

法 则 ， 有 关 知 识 将 在 本 章 5.7 Wh), RAH RA e, 有 关 的 分 量 。 因 此 , 在 VxH 


Н, 
MEARE аня а н, ARUN ARERR e, -2 


t; 


ауе 两 个 分 量 而 舍弃 其 他 分 量 
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的 原因 。 
МЕ, УН-а, 只， 而 本 题 中 已 只 有 ,方向 的 分 量 ， 因 此 四 x 豆 必然 也 只 有 
方向 的 分 量 。 因 此 ， 可 以 在 Vx 五 当前 的 计算 结果 ( 即 
的 分 量 。 


5.4 ”时 变 电 磁 场 的 边界 条 件 


Н, H, 
M.o e) 中 仅 保留 了 e, 方向 
аг ду 


以 上 应 用 麦克 斯 韦 方程 讨论 了 同一 媒质 区 域 中 电磁 场 量 的 分 布 和 变化 情况 ， 但 在 实际 问 
题 中 ， 所 研究 的 场 域内 可 能 同时 存在 几 种 不 同 的 媒质 。 由 于 不 同 媒质 的 电磁 特性 不 完全 相 
同 ， 会 使 媒质 分 界面 上 有 电荷 或 电流 存在 ， 从 而 导致 场 量 在 分 界面 上 不 连续 ， 此 时 必须 用 边 
界 条 件 来 确定 分 界面 上 电磁 场 的 特性 。 本 节 将 基于 积分 形式 的 麦克 斯 韦 方程 ， 导 出 时 变 电 磁 
场 在 两 种 不 同 媒质 分 界面 上 的 边界 条 件 。 

时 变 电 磁 场 的 边界 条 件 是 描述 场 矢量 在 分 界面 上 的 变化 规律 的 一 组 方程 ， 它 是 把 积分 形 
趟 的 麦克 斯 韦 方程 应 用 于 媒质 分 界面 、 且 令 方程 中 各 积分 区 域 无 限 缩小 并 趋 近 于 一 点 时 所 得 
到 的 极限 形式 的 一 组 方程 ， 其 推导 过 程 与 静态 场 边界 条 件 的 推导 过 程 相似 。 

图 5-6 所 示 为 媒质 1 (а, ш, у) 与 媒质 2 (e2, pas V2) 分 界面 上 的 磁场 与 电场 矢 
量 。 图 中 ， 场 量 由 媒质 1 指向 媒质 2，e, 为 媒质 分 界面 的 法 向 单位 矢量 ，e, 为 媒质 分 界面 的 
切 向 单位 矢量 。 


е 


图 5-6 ЈУ А КЕ Н fit 
1. H HARR 
在 图 5-6 中 ， 设 媒质 分 界面 上 的 面 电流 密度 K 的 方向 垂直 纸 面向 外 ， 则 磁场 强度 H {Е 
分 界面 处 的 分 布 如 图 所 示 。 取 一 个 很 小 的 、 路 在 分 界面 两 侧 的 矩形 闭合 回路 ， 按 照 右手 螺旋 
法 则 该 有 向 回路 的 方向 应 为 道 时 针 方向 ， 设 其 长 A、 宽 Ah 均 为 无 穷 小 量 。 把 积分 形式 的 麦 
克 斯 韦 第 一 方程 应 用 于 此 回路 ， 得 到 


фн d= Н.Л + НАК + Н.Д +- H,)Al - Н„АА/2 - НАК 


= H,Al + (HVA = CH, - НАМ = | С +2) -as 
记 dS = AhA!， 为 跨 在 分 界面 两 侧 的 矩形 回路 所 包围 的 面积 。 当 Aho 时 ， 有 


(% 。 工程 电台 二 与 电磁 法 基础 


„Ж ba ` M, (әр 
(H - Hn) = ра ар + а ар ечк 


式 中 ， (2) S (TP елчее внат ав 法 向 上 的 分 最， 由 于 它 是 一 个 有 限 


ш, Яаг (50) Ah =0， 从 而 得 到 


‚М 
H, - Н, = lim $j = К (5-17) 
式 (5-17) 写成 矢量 形式 ， 为 
e, x (H, - H,) = K (5-18) 
车 分 界面 上 不 存在 传导 电流 ， 即 六 =0， 则 有 
Hy a Hy 


或 写 为 
e, x (H, -H,) =0 
可 见 ， 如 果 在 两 种 媒质 分 界面 上 存在 传导 面 电流 ， 磁 场 强 度 H 的 切 向 分 量 就 会 发 生 突 
变 ， 其 突变 量 等 于 分 界面 上 的 面 电流 密 度 大。 如 果 媒 质 分 界面 上 不 存在 传导 电流 ， 则 磁场 强 
Ж НАЗЕ). 
ЛАА УЕЛ +: ВН Ф ЯК 3 个 方程 式 ， 采 用 同样 的 方法 可 得 到 其 他 3 个 场 量 的 边界 
条 件 。 
2. E WARR 
Е, -E =0 (5-19) 
其 矢量 形式 为 
e, x (E, -E,) =0 (5-20) 
REER В 88 Е E 的 切 向 分 量 在 媒质 分 界面 上 是 连续 的 ， 这 一 点 与 静态 
电场 相同 。 
3. B 的 边界 条 件 
B,-B,,=0 (5-21) 
其 矢量 形式 为 
e, - (B, - В,) =0 (5-22) 
可 见 ， 时 变 电 磁 场 的 磁感应 强度 B 的 法 向 分 量 在 媒质 分 界面 上 是 连续 的 。 这 一 点 与 静 
态 磁场 相同 。 
4. DD 的 边界 条 件 
Da -Dn = 0 (5-23) 
其 矢量 形式 为 
e, - (D, -Di) = (5-24) 
若 分 界面 上 没有 自由 面 电荷 ， 则 为 
Dın -Di, = 0, 或 e,* (р, -Di) =0 
与 静态 电场 相同 ， 在 时 变 场 中 ， 若 媒质 分 界面 上 存在 自由 面 电荷 ， 则 电位 移 矢 量 D 的 


sse mrema 17) 


法 向 分 量 将 发 生 突变 ， 突 变量 等 于 自由 电荷 面 密度 o; 若 o =0， 则 D 的 法 向 分 量 是 连续 的 。 

下 面 讨论 在 两 种 特殊 情况 下 时 变 电 磁场 的 边界 条 件 。 

(1) 两 种 理想 介质 的 分 界面 

理想 介质 的 电导 率 为 零 ， 因 此 通常 情况 下 ， 在 两 种 理想 介质 的 分 界面 上 不 存在 自由 面 电 
荷 和 面 电流 。 或 者 说 ， 两 种 理想 介质 的 分 界面 上 的 自由 电荷 面 密度 o =0， 并 且 面 电流 密度 
K=0。 此 时 ， 时 变 电 磁 场 的 边界 条 件 为 


Н, = Н, e, x (H, -Н,) =0 
E, = Е, g |e 06-8) =0 
В, = B, e,» (В, -B,) =0 
Da = Di。 e, * (D, -D,) =0 


(2) 理想 导体 与 理想 介质 的 分 界面 
设 媒质 1 为 理想 导体 (电导 率 y, ==), ， 媒 质 2 为 理想 介质 (y, =0) 。 由 于 理想 导体 内 
部 的 电磁 场 为 零 ， 即 思 =0, Е, =0, В, =0、D, =0， 所 以 此 时 的 时 变 电 磁 场 边界 条 件 为 


Н, = К e, xH, = К 
Е, =0 ш) *®Ё® 0 
В, = 0 e,.B =0 
р, = с е, РЭ, = с 


上 式 也 称 为 理想 导体 表面 的 边界 条 件 。 它 表明 在 理想 导体 外 的 介质 中 ， 磁 力 线 与 导体 表 
面相 平行 ， 电 力 线 与 导体 表面 相 垂直 、 

5. 电磁 折射 定律 

根据 以 上 分 析 可 知 ， 当 两 种 不 同 媒质 的 分 界面 上 不 存在 面 分 布 的 自由 电荷 和 传导 电流 时 
(с=0, К=0), 有 


Hi, = Н, H,sina, = H,sina, 
E, = En 即 Esing, = Esing, (5-25) 
Bn = Ba а Н, сова = m H,cosa, 
Din = Dan 21Ёсо%В, = є;Е,соз8, 
从 而 得 到 时 变 电 磁 场 的 折射 定律 ， 即 
tana; ш 
tana, ju 
5-2 
ыб, а (5-26) 
тап, в, 


式 中 ，a а 分 别 为 媒质 1 、 媒 质 2 中 的 磁场 强度 Н. Н, 与 媒质 分 界面 法 线 的 夹 角 ; Br 
В, 分 别 为 媒质 1 、 媒 质 2 中 的 电场 强度 E, Е, 与 媒质 分 界面 法 线 的 夹 角 。 

应 注意 电磁 折射 定律 的 使 用 条 件 ， 即 媒质 的 分 界面 上 不 存在 自由 电荷 和 传导 电流 。 

6. 唯一 性 定理 

在 闭合 面 $ 包围 的 区 域 了 中 ， 只 要 给 定 :=0 时 刻 的 电场 强度 Е 和 磁场 强度 五 ( 即 给 定 
电磁 场 的 初始 条 件 ) ， 并 且 给 定 上 > 0 时 间 内 的 电场 强度 的 切 向 分 量 E, 或 磁场 强度 的 切 向 分 


(% =аашззеаваа 


ЖН, США ХЕ Н УКЖ), WAE г >0 的 任意 时 刻 ， 区 域 了 中 任 一 点 的 电磁 场 都 
可 以 由 麦克 斯 韦 方程 唯一 地 确定 。 
以 上 即 为 时 变 电 磁场 的 唯一 性 定理 
015-6 现 有 两 种 媒质 形成 分 界面 ， 其 中 媒质 1 为 空气 ， 媒 质 2 是 一 种 非 理想 导电 媒质 
( 即 电导 率 为 有 限 值 ) 。 已 知 E, = 50sin (10% +15°) V/m， 其 方向 与 分 界面 法 线 成 60° 角 ， 
ЖЕ, 
解 ”根据 已 知 条 件 ， 可 知 媒质 1 中 电场 的 切 向 、 法 向 分 量 分 别 为 
Е, = Esin60° = 25 /3sin(10*t + 15°)V/m 
Е, = Е,совб0° = 25зїп(10°: + 15°)V/m 
由 边界 条 件 可 知 ， 电 场 的 切 向 分 量 连续 ， 故 有 
Е, = Е, = 25 (Зѕіп(10* + 15°)У/т 
因 电 流 的 法 向 分 量 连续 ， 故 有 
Мм = Jins E VEn = У.Е, 
因 媒质 1 为 空气 ， 故 y, =0， 从 而 可 知 
En = YEY =0 
所 以 ， 在 媒质 2 一 侧 仅 有 电场 的 切 向 分 量 。 于 是 得 
Е = 25 /3sin(104: + 15°)e,V/m 
例 5-7 极 板 面 积 为 5 的 平板 电容 器 中 填充 有 两 层 不 同 媒质 ， 
媒质 厚度 分 别 为 h, 和 h,， 电 容器 外 加 交 变 电压 u = О, совае, 4 
图 5-7 所 示 。 设 媒质 1 的 参数 (а, ш, у) 和 媒质 2 的 参数 D 
(er, ш, У) 是 已 知 的 ， 试 求 在 下 列 两 种 情况 下 ， 电 容器 中 的 电 
БАЕ Е. WEDE P 以 及 媒质 分 界面 上 的 电荷 面 密度 oo 
(1) 两 种 媒质 均 为 导电 媒质 ， 即 y, zy 740; 
(2) 媒质 1 为 空气 ,媒质 2 为 导电 媒质 ， 即 y, =0, у, 天 0。 图 57 15714 
解 : (1) 因 两 种 媒质 均 为 导电 媒质 ， 所 以 电容 器 中 存在 传导 电流 J， 且 在 媒质 分 界面 上 
是 连续 的 ， 即 用 =J,。 同 时 ， 根 据 了 =yE， 可 知 两 种 媒质 中 的 电场 强度 E, Е, 满足 
жЕ, = yE, 
根据 电场 强度 与 电压 的 关系 ， 可 知 


2 н + 
-[ъ+й-[ Е, .dl = и 
o ы 


E,h, + Eh, = Uscoswt 


即 


由 此 解 得 


„эй _ 

St a ЖҮЗҮ 
功率 损耗 为 P=y,E? +y; 下 ， 代 入 电场 强度 的 计算 值 ， 则 有 
Pp „Оп +h) 


© (Yih, +)? 


Е, U„coswt 


U „cos аі 


жож 时 变 电 磁场 7) 


根据 电磁 场 的 边界 条 件 ， 可 知 媒质 分 界面 上 的 电荷 面 密度 o = 0, - Di,。 本 例 中 ， 电 位 
BRED 只 在 两 媒质 分 界面 的 法 线 方向 有 分 量 ， 所 以 o = р, - Di, =D, -D (ИЧ, AiR 
质 的 本 构 关 系 D=eE， 有 

ø = D, - D, = sE, - s,E, = -= Teama )Uncosost 
ућ + у Yih, + Yah 
(2) щу, =0 时 ， 有 
ГА Us.coswt у 


Е = Ucoswt = „E, = О „сова = 0 
| Yih, + yh уһ + yh 
(у + 
р -VLN V) гш Si 
Yih + Yah 

= 
o = sE, - 616, =- eE, =- Ш, сози 

1 

分 析 与 说 明 : 


在 本 例 的 第 二 问 中 ， 电 导 率 у, =0， 导 致电 容器 中 不 存在 传导 电流 ， 而 仅 有 位 移 电流 ， 
Әр НЕН УТД ТҮТҮГҮ. 


НЯ Ja екет h, 
质 2 中 的 电场 强度 为 零 。 同 时 ， 由 于 传导 电流 为 零 ， 使 系统 的 功率 损耗 也 为 零 。 
例 5-8” 同 轴 电 缆 的 内 、 外 导体 均 为 理想 导体 ， 半 径 分 别 为 a、5， 两 导体 之 间 填 充 有 一 


种 理想 介质 。 在 圆柱 坐标 下 ， 已 知 理想 介质 中 的 电场 强度 E = аба = kaje, , ҖЕ, 
в, БЕВ, z 是 沿 电缆 轴线 的 长 度 坐标 。 试 求 内 导体 表面 电流 密度 К. 
解 ” 本 例 首先 根据 麦克 斯 韦 第 二 方程 VxE = -站 求 出 磁场 强度 H， 然 后 根据 理想 导体 


与 理想 介质 分 界面 的 边界 条 件 ， 求 出 内 导体 表面 电流 密度 К. 
本 例 中 , E RH E, ШЖ, Е„=Е,=0, 有 


ð jE, kEo 
VxE = 一 es - —e, = —e, = ЕС - kz) |е, = 下 sin(ot ~ де, 


Е, 
Ж, EE e, н ЕЖЛМЕ, МО =O 
根据 麦克 斯 韦 第 二 方程 以 及 上 式 的 结果 ， 可 知 理想 介质 中 的 磁场 强度 
1 1 rkEo 1 kE, 
H =-—[| Vx Ей = -——| —°зїп(шн - а) е, = —— cos(wt - kz)eg 
ш ГА ш or 
记 内 导体 为 媒质 1， 内、 外 导体 之 间 的 理想 介质 为 媒质 2， 根 据 理想 导体 与 理想 介质 分 
界面 的 衔接 条 件 e, xH, =K， 可 求 出 内 导体 表面 的 电流 密度 为 


1 ЕЕ, kE, 
K =e, xH.|,..= (e, xe,) ——cos(wt - kz) |,-。= —cos(wt - kz)e, 
ш or шоа 


例 5-9 ”空气 与 理想 导体 在 直角 坐标 系 下 的 y=0 处 形成 分 界面 ， 且 空气 位 于 7 >0 一 侧 ， 
分 界面 处 的 磁场 强度 为 及 = Hosinkxcos( wt -ky)e,o WR: (1) 媒质 分 界面 处 的 电场 强度 E; 


(0 тањажзењижа 


(2) 理想 导体 表面 的 电荷 分 布 及 电流 分 布 。 


解 (1) 由 于 系统 中 不 存在 传导 电流 (了 =0) ， 故 有 Ме еч Эри а РЫ 根 
据 已 知 条 件 ， 又 有 
ƏH, А ан, 
Vx H = е, - —e, =- —e, = - ЕН„зїпїхзїп(ш! - ky)e, 
az ду ду 


故 可 得 а, 8 = -Ausinksin (ап у) e,。 该 式 对 时 间 4 积 分 ,为 


sf Ey = ~ klosinkx | sin( wt - ky) dte, 
据 此 求 得 


ЕН, 
= —sinkxcos(wt – Ку)е, + с 
Weo 


RP, с 为 积分 常数 ， 这 里 可 令 c=0。 
因 理 想 导体 内 部 的 电场 强度 EE=0， 所 以 上 式 中 的 E 为 导体 表面 的 电场 强度 。 
(2) 上 述 计算 结果 说 明 ， 媒 质 分 界面 处 的 不 存在 法 向 分 量 ， 即 E, = Е, = 0。 因 此 ， 
分 界面 处 的 面 电荷 密度 r = eE, =0。 
处 于 时 变 电 磁 场 的 导体 表面 会 有 感应 电流 存在 ， 其 密度 为 
K =е„хН =e, xH =- Hsinkxcos(wt -jy)e， 


5.5 ”时 变 电 磁 场 的 波动 方程 


5.5.1 波动 方程 的 一 般 形 式 


麦克 斯 韦 方程 是 电场 与 磁场 的 混合 变量 的 方程 ， 充 分 体现 了 电场 与 磁场 之 间 的 克 合 、 交 
链 情 况 。 但 这 种 混合 变量 的 方程 不 便于 求解 ， 因 此 希望 将 其 转换 为 单 变量 方程 。 
在 时 变 电 磁 场 的 场 域内 ， 设 外 源 提供 的 电流 为 J.， 则 麦克 斯 韦 第 一 方程 可 写 为 


VxH=J+?+J, 
ðt 


同时 ， 设 电磁 场 域内 的 媒质 是 线性 、 均 匀 、 各 向 同性 的 ， 其 参数 y 和 不随 时间 变化 。 
将 媒质 的 本 构 关 系 方程 了 J= ҮЕ 和 D=eE 代 入 上 式 , 得 
ухи уве р, (527) 


对 式 (5-27) AARDE. WERKER B uH, ARER У. В 
=0 以 及 有 关 的 矢量 恒等式 ,可知 式 (5-27) 左 侧 项 的 旋 度 为 


VxVxH = (У.Н) - тн = 1 VV.B) - VH =- VH 
ш 


根据 麦克 斯 书 第 二 方程 x= -Ea -4 ЗН, араз (527) 有 侧 项 的 旋 度 为 


第 5 章 时 变 电 磁 场 @) 


УЖЕ кез УЕ vw- m?” + Vx, 
HIRUR Н 为 单 变量 的 方程 ， 为 
ан ән 
Еа = VX (5-28) 


同时 ， 对 麦克 斯 韦 第 二 方程 的 左右 两 侧 取 旋 度 ， 并 根据 麦克 斯 韦 第 一 、 四 方程 以 及 媒质 
的 本 构 关系 ， 可 得 到 一 个 以 电场 强度 EE 为 单 变量 的 方程 ， 为 


аЕ ðE әЈ. Vo 
VE -pe — – шу — = +— 
вей "РЫ, 


(5-29) 
e 


方程 式 (5-28), Җ (5-29) 是 时 变 电 磁场 中 分 别 以 E ЖП Н 为 场 变量 的 方程 ， 它 们 是 空 
间 坐 标 与 时 间 变 量 四 维 二 阶 偏 微分 方程 ， 称 为 时 变 电 磁 场 的 波动 方程 (wave equations) 。 

在 无 源 (J. =0、p =0) 、 理 想 介质 (y =0) 的 空间 中 ， 波 动 方程 可 简化 为 齐 次 形式 ， 
即 


(5-30) 
VE -pe EY 0 


波动 方程 的 解 ， 是 空间 中 沿 特定 方向 传播 的 电磁 波 。 由 波动 方程 的 推导 过 程 可 见 ， 这 组 
波动 方程 在 线性 、 均 匀 、 各 向 同性 的 媒质 中 与 麦克 斯 书 方程 组 等 价 ， 它 们 是 后 面 几 章 研究 电 
磁 波 问题 的 基础 。 


5.5.2 正弦 电磁 场 及 其 波动 方程 的 复数 形式 


时 变 场 随时 间 的 变化 规律 取决 于 对 “ 场 ”起 激发 作用 的 激励 源 〈 或 称 场 源 ) 的 形式 。 
在 线性 系统 中 ， 响 应 与 激励 总 是 具有 相同 函数 的 变化 规律 ， 因 此 ， 激 励 源 与 场 量 随时 间 按 正 
弦 规 律 变化 的 电磁 场 具 有 普遍 的 代表 意义 : 一 方面 ， 正 弦 激 励 在 工程 上 易于 获得 ， 应 用 广 
泛 ; 另 一 方面 ， 由 传 里 叶 级 数 可 知 ， 在 线性 媒质 中 ， 工 程 上 常用 的 周期 信号 均 可 分 解 成 一 系 
列 的 正弦 谐 波 信号 。 因 此 ， 这 里 讨论 正弦 电磁 场 (也 称 为 时 谐 场 ) 的 复数 形式 及 其 基本 性 
质 。 

对 于 线性 系统 的 正弦 电磁 场 ， 其 场 量 都 是 以 相同 角 频 率 〈 设 为 w) 随时 间 按 正弦 规律 
变化 的 。 在 直角 坐标 系 下 ， 电 场 强 度 的 瞬时 值 可 表示 为 

E(t) = Е, (1)е, + E,(t)e, + E,(t)e, 
= V2E,cos(wt + 0..)е, + V2E,cos(wt + 6,.)е, + /23Е,сов( вн + Oe )e, 

式 中 , E,(1) = /2Е,сов( шг + Ө) 为 电场 强度 EE 在 x 方向 的 分 量 ; Е,, Ө.И Е, (1) 的 有 
效 值 和 初 相 角 。 其 余 类 推 。 

电路 理论 中 引入 相 量 分 析 法 ， 很 好 地 解决 了 正弦 激励 下 电路 方程 的 三 角 函 数 的 复杂 运 
算 。 类 似 地 ， 在 电磁 场 分 析 中 ， 对 于 上 述 电场 强度 的 每 个 分 量 ， 可 仿照 电路 理论 中 的 相 量 分 
析 方 法 作 如 下 变换 : 
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Е,() = VIE.cos(wt + 6) = Rel Еее] = Rel бр м] (5-31) 
其 中 


Е, = E, (5-32) 
ЖЕ, (1) 所 对 应 的 有 效 值 相 量 。 
类 似 的 ， 有 


E,(1) = Ве[/2Е,е\“'%® ) = ңе[/5Е е“ ],Ё, = Ee 


E(t) = Ве[/2Е,е***%® |] = ңе[/5Е е“ ],Е, = Ee 


合并 可 将 电场 强度 矢量 写作 
Е(1) = 已 (De + E,(t)e, + E,(t)e, = Re[ (È,e, + Èe, + Ee,) е] = Кее) 
(5-33) 
式 中 , EC) 为 电场 强度 的 瞬时 矢量 ， 并 且 称 
E = Бе, + Èe, + Èe, (5-34) 
为 电场 强度 的 复 矢量 。 
简单 地 说 ， 瞬 时 矢量 与 复 矢量 的 关系 为 
E(t) = Ке. Ее] (5-35) 


以 上 以 电场 强度 为 例 ， 介 绍 了 时 变 电 磁场 中 瞬时 矢量 和 复 矢量 的 表示 方法 ， 以 及 两 者 的 
关系 。 对 于 时 变 电 磁场 的 其 他 矢 性 场 量 ， 可 参考 上 述 方法 来 表示 其 瞬时 矢量 和 复 矢量 。 

电磁 场 量 的 复 矢量 既 可 用 有 效 值 相 量 表示 ， 也 可 用 最 大 值 相 量 表示 (两 者 相差 系数 
7) 。 本 教材 采用 第 一 种 表示 方法 。 但 无 论 采 用 哪 种 表示 方法 ， 复 矢量 均 有 以 下 特点 ; 

1) 具有 矢量 与 相 量 的 双重 属性 。 这 一 点 ， 与 电路 理论 中 的 相 量 是 不 同 的 。 

2) 仅 为 空间 坐标 的 函数 ， 与 时 间 无 关 。 这 一点 ， 与 瞬时 矢量 是 不 同 的 ， 瞬 时 矢量 既是 
空间 的 函数 ， 又 是 时 间 的 函数 。 

利用 相 量 的 微分 运算 规则 可 知 

юе = Ref jube ] жо = Re[ job] 

由 此 可 将 时 域 形式 的 麦克 斯 韦 方程 转换 为 复数 形式 ， 为 


ухН = J +јор 


Vx È =-}оВ 
| (5-36) 
У.В =0 
VD=p 
对 于 正弦 电磁 场 ， 线 性 媒质 的 本 构 关 系 方程 可 表达 为 


D = sE, J] = yË, B = pH (5-37) 
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同时 ， 时 变 电 磁 场 的 齐 次 波动 方程 AR (5-30) ) 可 表达 为 
VH+RH =0 
. А (5-38) 
УЕ + РЕ = 0 
这 一 复数 形式 的 波动 方程 称 为 正弦 电磁 场 的 齐 次 玄 姆 霍 兹 方程 (Helmholtz equations) 。 
R (5-38) 中 ,系数 k=w Vhs。 
例 5-10 在 相对 磁 导 率 j, =1 的 均匀 理想 介质 中 ， 已 知 时 变 电 磁 场 为 
Е = 60mcos(ot - 0. 5:)е,У/т, Н = 20cos(wt - 0. 5z)e, A/m 
WEAR EMH @ М%ОЁзХ, REZA RAAR o 和 介质 的 相对 介 电 常数 e,o 
解 E 和 五 的 复数 形式 为 
Е = 30те "e, V/m, H = 10е 9 е, A/m 
ШЗ Ё 只 有 <* 方 向 的 分 量 ， 故 È = Ё, =30 теге“, ЗЕНЯГ 


VxE= 85... Е лра ?Е, = (= 0. 5)30 Zne” e, 
дг ду д: 
把 上 述 结果 代 人 麦克 斯 书 第 二 方程 VxE = -joB ( 即 VxE = -ja 在 )， 可 得 


(~j0.5)30 Zne "е, =- }шщН =- jwppl0 бее, 
从 而 解 得 


本 例 中 ， 由 于 电磁 场 处 于 理想 介质 中 ， 故 传导 电流 J=0， 此 时 麦克 斯 韦 第 一 方程 可 写 
为 


Vx H = јо = jveE 
因 及 只 有 y 方 向 的 分 量 , 故 Н =H, 


ан, ӘН, ән, 


Vx H = “e, -一 re =- е, =- 了 (10Vzeas)e =- (- j0. 5)102е-® е, 
дх д2 д: д: 


FE Vx H =jos E 可 以 写 为 
= (-j0.5)10 е *е, = (jwe)30 (тее, 
从 而 求 出 介质 的 介 电 常 数 a 和 相对 介 电 常数 a,， 为 
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5.6 ”时 变 电 磁 场 的 动态 位 及 其 达 朗 贝尔 方程 


5.6.1 动态 矢量 位 与 标量 位 函数 


在 静态 电场 和 恒定 磁场 中 ， 根 据 场 的 不 同性 质 ， 引 入 了 标量 位 函数 р 和 矢量 位 函数 А, 
使 得 对 场 的 分 析 得 到 简化 。 同 样 ， 在 时 变 电 磁 场 中 也 可 以 引入 一 些 位 函数 作为 辅助 变量 来 简 
化 电磁 场 方程 的 求解 。 

麦克 斯 韦 方程 是 电磁 场 空间 各 点 都 应 满足 的 基本 方程 。 式 (5-12c) 说 明 ， 时 变 磁场 是 
无 散场 。 由 场 论 知识 可 知 ， 旋 度 的 散 度 恒 为 零 。 因 此 引入 一 个 矢量 位 函数 和 4， 使 得 

B= VxA (5-39) 
式 中 , 4 称 为 矢量 位 函数 ， 简 称 矢量 位 ， 单 位 为 韦伯 每 米 (Wb/m) 。 
式 (5-39) 即 为 矢量 位 4 的 定义 。 将 其 代入 式 (5-12b) ,得 到 
ð 
Vx E =- VA) 
整理 得 


ðA) _ 
ух (к + =) =0 
上 式 表明 ， жй E + EE 根据 场 论 知 识 可 知 ， 梯 度 的 旋 度 恒 为 零 ， 因 此 无 


旋 的 矢量 可 用 一 个 标量 函数 的 梯度 替代 。 为 此 引入 标量 位 函数 p， 使 
аА 
E+% =- Уе 


By (5-40) 


AH, p 称 为 标量 位 函数 ， 简 称 标量 位 ， 单 位 为 伏 (V) 。 

HFA, Ф 不 仅 是 空间 坐标 的 函数 ， 而 且 是 时 间 的 函数 ， 都 随时 间 变 化 ， 所 以 也 称 为 动 
态 位 函数 ， 简 称 动态 位 〈time-varying potentials), 4 A, p 与 时 间 无 关 时 ， 它 们 与 电磁 场 量 
的 关系 完全 相同 于 静态 场 ， 因 此 矢量 位 4 又 称 为 矢量 磁 位 ， 标 量 位 w 又 称 为 标量 电位 。 


如 果 说 ， 麦 克 斯 韦 第 二 方程 VYxE = -站 提示 了 时 变 的 磁场 产生 电场 ， 那么 通过 后 面 的 
讨论 可 以 了 解 ， 式 (5-40) 则 是 以 另 一 种 形式 再 次 表达 了 这 一 观点 。 
5.6.2 动态 位 的 达 朗 贝尔 方程 


对 于 动态 位 4 和 wp， 只 要 求 得 其 解 ， 就 可 以 由 式 (5-39) MR (5-40) RKB A E, 
但 是 ， 满 足 这 两 式 的 动态 位 并 不 是 唯一 的 。 若 要 唯一 地 确定 A 和 gp， 不 仅 要 规定 А 的 旋 
度 ， 还 必须 规定 4 的 散 度 。 以 下 讨论 为 4 ЮВ V- ARAH, A, p 才 会 更 易于 求 
解 。 
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HR (5-39), R (5-40) RAR (5-12a) 和 式 (5-12d) ， 并 利用 线性 、 均 匀 、 各 向 
同性 媒质 的 本 构 关 系 方程 =pH 和 D=sE， 可 得 


1 еуі, дА х 
ух TA) =J- ye- (5-41) 
ôA) _ Ж 
э. (- те 24) = (5-42) 
利用 矢量 恒等式 Vx VxA = V( У.А) - VA, 将 式 (5-41) 整理 成 
А ap - Е 
VA -ep өй - "(7а + 20) = -pJ (5-43) 
Җ (5-42) 可 整理 成 
l E A (5-44) 
ðt eE 


Җ (5-43) 和 式 (5-44) 是 两 个 偏 微 分 方程 。 不 难看 出 ， 若 9 . 4 取 值 不 同 ， 则 上 述 
两 个 方程 的 形式 也 不 同 。 理 论 上 可 以 为 Y .4 赋 以 任意 值 ， 例 如 采用 库仑 规范 Y 4 =0， 然 
而 此 时 尽管 式 (5-44) 简化 为 泊 松 方程 ， 但 式 (5-43) 却 不 能 得 到 有 效 简化 ， 式 中 依然 存 
在 4 与 9 的 耦合 。 为 了 去 除 这 种 耦合 ， 可 将 8. А 赋值 为 


де 
Ү.А =- sp 5-45 
САР ( ) 


此 即 为 洛 仑 兹 规范 (Lorentz's standards gauge) ， 也 称 洛 仑 兹 条 件 。 
采用 洛 仑 兹 规范 ， 可 将 式 (5-43) HR (5-44) 简化 为 


з 

"а-ал zsp (5-46) 
а 
К 

Vo- =- (5-47) 
аг e 


这 是 两 个 非 齐 次 的 波动 方程 ， 称 为 动态 位 的 达 朗 贝尔 方程 〈D'alembert's equations) 。 

达 朗 贝尔 方程 把 矢量 位 4 与 标量 位 р 完全 分 离 在 两 个 方程 中 ，4 单独 地 由 传导 电流 
密度 了 决定 ，? 单独 地 由 自由 电荷 体 密度 p 决定 。 因 此 ， 当 已 知 激励 源 了 时 ， 便 可 求 得 A 
而 无 需 给 定 p; 同 理 ， 当 已 知 激励 源 p 时 ， 便 可 求 得 w 而 无 需 给 定 J。 一 旦 求 出 动态 位 4 
与 ?， 磁 场 强度 Н 和 电场 强度 Е 便 可 求 出 。 然 后 利用 媒质 的 本 构 关 系 ， 便 可 求 得 其 他 电 
磁场 量 。 

达 朗 贝尔 方程 的 意义 在 于 : 明确 地 显示 出 了 是 4 的 源 , p E p 的 源 。 

在 确定 了 动态 位 4 与 p 的 源 之 后 ， 便 不 难 理解 式 (5-40) 的 物理 意义 ， 即 不 仅 电 荷 可 
以 产生 电场 ， 时 变 的 磁场 也 可 以 产生 电场 。 

当 激励 源 不 随时 间 变化 时 ， 场 量 也 不 随时 间 变 化 。 此 时 ， 电 磁场 为 静态 场 ， 达 朗 贝尔 方 
程 在 这 一 条 件 下 便 退 化 为 便 定 磁场 和 静电 场 中 的 泊 松 方程 或 者 拉 普 拉 斯 方程 ， 表 5-1 所 示 为 
这 些 方程 之 间 的 关系 。 


(6 тшашазашишы 


表 5-1 达 朗 贝尔 方程 与 泊 松 方程 、 拉 普 拉 斯 方程 之 间 的 关系 
Г 


时 变声 着 态 场 
В 
wa- VA = -pJ 
有 源 区 达 妆 贝尔 方程 p 泊 松 方程 
ёф р Мф = - Р. 
Vo- = e 
ә? e 
2 
УА ы 
+ =? VA=0 
无 源 区 齐 次 达 朗 贝尔 方 各 拉 普 拉 斯 方程 
дф Vp=0 
wp 2 -0 
г 
规范 У.А =- æ 洛 仑 兹 规范 V-a=0 库仑 规范 
| 


需要 说 明 的 是 ， 达 朗 贝 尔 方程 是 在 洛 仑 兹 规范 下 得 到 的 。 如 果 不 采 用 这 一 规范 ， 而 是 为 
У.А 赋 以 另外 一 个 值 ， 那 么 得 到 的 关于 4 与 g 的 方程 将 是 不 同 的 ， 进 而 得 到 的 4 5 p 的 
解 也 有 所 区 别 。 但 是 ,无论 怎样 为 V* 4 赋值 ， 根 据 4、9 求 出 的 B 与 都 是 相同 的 。 


例 5-11 在 网 柱 坐 标 系 下 ,已 知 动态 位 函数 4 =0.57sinwte, + Vf, Ф = -#, RE, f 
为 任意 函数 。 试 求 电场 强度 E 和 磁场 强度 Н. 
解 ” 由 电场 强度 与 动态 位 函数 A4、g 的 关系 E= -2 - Vp， 可 得 
E=- 50. 5P sinwt)e, – 一 È w- V(- 2). УЧ 5/2 зіп wt)e, = – 0. Sriweoswte, 
为 了 便于 计算 ， жш, i 


А = у + Vf, ЩА’ = 0.5rsin wte, = A'e, 
根据 4 的 定义 及 本 题 的 已 知 条 件 ， 可 得 


әд, әл, 
B= УхА = УХА + Ух W = УхА' = Lee, - e, 
т дф дг 
a; д (0. srsin ot) in шне, 
= 2900. е 
Fg 3700. 5” эп wr)e, rsin wte, 
因此 有 
六 
ш А 


Е: 在 上 述 计 算 过 程 中 ,使 用 了 矢量 恒等式 Vx У/=0. 
例 5-12 已 知 在 无 限 大 自由 空间 中 矢量 位 和 4 = A。cos(wt - kz)e,, HH, An, Е 
数 。 试 求 电场 强度 和 磁场 强度 H, 


m hAON V. А=-=# ， 得 


y. Р 1 
де __ á i =- 二 [4oos(ot - kz)] = 0 
а аш дж ан Әх 
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由 此 可 知 标量 位 o 不 是 时 间 的 函数 ， 而 仅 是 空间 坐标 的 函数 。 因 标量 位 的 源 是 电荷 P， 
既然 p 不 是 时 变量 ， 故 可 推 知 本 例 中 的 p 建立 起 来 的 电场 为 静电 场 。 在 处 于 无 限 大 自由 空间 
的 时 变 电 磁场 中 可 以 不 考虑 静电 场 ， 因 此 这 里 取 Vp =0。 于 是 有 


Sp [Ancos( wt je A h(t Б), 
г 


由 B= VxA 以 及 B=pH, 可 得 


B 1 1 дА, 1а, БА, 
Н = = — ҰХА = е, = ГА соѕ( ог - kz) Је, = 一 "sin(wt - kz)e, 
Ho ш Ho д: Ho д: Ho 


5.6.3 动态 位 的 积分 解 与 其 滞后 现象 


1. 动态 位 积分 解 的 时 域 形 式 

利用 达 朗 贝尔 方程 可 以 较为 便捷 地 得 到 动态 位 4 与 p 的 解 。 以 下 通过 求解 此 方程 来 获 
得 4、9 的 解 ， 并 讨论 动态 位 4、%w 与 其 激励 源 〈 或 称 场 源 ) J. p 的 关系 。 由 于 达 朗 贝尔 方 
程 的 两 式 具有 完全 相同 的 数学 结构 形式 ， 所 以 只 需求 出 其 中 任 一 方程 的 解 即 可 。 下 面 先 求 标 
量 位 p 的 解 ， 而 矢量 位 А 的 解 则 可 以 通过 套用 o 的 解 的 形式 来 获得 。 

这 里 ， 首 先 在 激励 源 为 时 变 点 电荷 的 前 提 下 求解 4、p， 然 后 把 点 电荷 视 为 一 个 点 源 ， 
将 求解 结果 推广 到 激励 源 为 任意 分 布 的 体 电荷 的 情形 。 

设 在 无 限 大 均匀 媒质 中 有 一 时 变 点 电荷 9(4) 位 于 坐标 原点 。 由 达 朗 贝尔 方程 可 知 , q(t) 
所 激发 的 标量 位 w 在 除 原点 之 外 的 整个 空间 中 都 应 满足 波动 方程 


Vo -ue 2 - 
TE, a? 0 
在 空间 上 ， 由 于 р 此 时 具有 球 对 称 性 ， 因 此 在 球 坐 标 系 下 ， 描 述 p 只 需 使 用 坐标 т 而 不 需 其 
余 两 个 坐标 ， 即 р 仅 是 空间 坐标 + 和 时 间 上 的 函数 ， 故 有 
Vp = $2(7 ге) =- L Ëe) 


г? дг аг г аг? 
因此 得 到 
1 9(re) ap 
一 =дв^# = ү 
г дг? а; ы 
即 
re) абр) 


2 pa 2 
上 式 是 一 个 关于 rp pia: joi 
| 
或 写 为 
Ме) 9 


+ 
г т 


Ф = (5-48) 
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式 中 , v= ， 具 有 速度 的 量 网 ; 及 1- 荆 ) 和 {++ 二 代表 两 个 具有 二 阶 连续 偏 导数 、 分 
= 
别 以 +- 二 和 + 二 为 自 变量 的 函数 。 
对 于 卫 数 斤 ( :二 而 言 ， 当 :增加 Ar 而 增加 Ar =aat 时 ，(t+AD = а 


变 ， 故 帮工] 不 变 。 换 言 之， 假设 在 时 刻 !、 距 离 坐标 原点 为 处 上 为 某 个 值 ， 当 时 间 增 
加 At 后, Л 的 这 个 值 将 出 现在 r+Ar =r+vAt 处。 可见 ， 11.) атдан, ж 


+r 方 向 离开 激励 浙 的 以 速度 "行进 的 波 ， 称 为 入 射 波 ; g(r ERRARE, 沿 着 


=-r 方 向 接近 激励 源 的 以 速度 v" 行进 的 波 ， 称 为 反射 波 。 人 射 波 和 反射 波 都 是 电磁 波 。 与 人 
射 波 不 同 ， 反 射 波 并 非 总 存在 。 反 射 波 存在 的 条 件 ， 是 电磁 波 在 行进 途中 遇 到 了 障碍 (ШП 
不 同 媒质 的 分 界面 ) 。 由 于 在 无 限 大 均匀 媒质 中 不 存在 反射 波 ， 故 取 矿 =0， 从 而 求 得 位 于 原 
点 的 时 变 点 电荷 产生 的 标量 位 为 

4 一 习 


Ф) = 一 


г 


FERRE ААА АК o BA, MAH q 不 随时 间 变 化 时 ， 它 在 周围 空间 建 
立 的 电位 8(r) = i 。 由 此 推 知 位 于 坐标 原点 的 时 变 点 电荷 9() 建立 的 标量 位 为 


d) 


(r,t) = (5-49) 


4mer 
只 要 对 式 (5-49) 略 作 变换 ， 即 可 将 之 推广 到 点 电荷 g) 不 位 于 坐标 原点 的 情形 。 这 
E, Ке ||, 表示 从 点 电荷 g(r") 所 在 位 置 " 到 场 点 r 的 距离 。 此 时 有 


цен) еа 167) 


. Р чалы Ор 5-50 
РС) а Е" аа] 550) 


如 果 激 励 源 不 是 点 电荷 ， 而 是 在 体积 多 中 按 体 密度 p(r',t ) 分 布 的 时 变 体 电荷 ， 则 可 
将 VV 分 成 许多 体积 元 dY'， 每 一 体积 元 内 的 电荷 p(r',DdY' 视 为 一 个 点 电荷 ， 参 照 式 
(5-50) ， 可 推 知 由 p(r' ,5)dY' 激励 的 标量 位 为 
Ву ору КЕР 
pfr, 7 jar e(r л = Jav 


dp(r,t) = = 
(т) 4теЁ 4тв|г-т'| 


式 中 ,体积 元 dY 位 于 ”，R 为 体积 元 dV" 所 在 位 置 到 场 点 7 的 距离 ，R = |r-r' lo 
将 每 一 体积 元 中 电荷 的 影响 按 秋 加 原理 进行 合成 ， 得 到 
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; R А Ir-r'| 
1 ai Ў сә ad 20 жыл ү (5-51 
О" к a Eal r-r] Зр 
Җ (5-51) 即 在 体积 史 中 按 体 密度 p(~ ,+) 分 布 的 时 变 体 电荷 建立 的 标量 位 。 

以 下 讨论 矢量 位 4 的 求解 方法 。 为 此 ， 可 将 矢量 位 函数 方程 〈 见 式 (5-46) ) 在 直角 坐 
标 系 下 展开 ， 则 各 方向 分 量 均 应 满足 结构 相同 的 非 齐 次 波动 方程 。 例 如 x 方向 的 波动 方程 为 
2 
ms 

该 式 显然 与 标量 位 函数 方程 (AR (5-47) ) 具有 完全 相同 的 数学 结构 ， 因 此 А, 的 解 

在 结构 形式 上 应 与 式 (5-51) 相同 。 同 理 求 得 4, А, 的 解 ， 并 把 这 3 个 分 量 的 解 进行 矢量 
合成 ， 从 而 求 得 空间 任 一 点 的 矢量 位 4 与 激励 源 J(~ и) 之 间 的 关系 ， 为 
Jra -2) Jra- =) 


A = Ё и = Ё С 
с» 4 к а irori 


式 中 ,Vy' 为 电流 密度 JO ы) 的 分 布 区 域 ; А 为 体积 元 dV' 所 在 位 置 到 场 点 7 的 距离 ，R = 
lr-r'|。 式 (5-52) 即 为 在 体积 V' 中 按 电流 密度 J(" ,5) 分 布 的 时 变 体 电流 建立 的 矢量 位 。 

式 (5-51) 和 式 (5-52) 为 当 激励 源 旦 体 分 布 时 ， 由 达 朗 贝尔 方程 解 得 的 动态 位 p、4 
积分 解 的 时 域 形式 。 如 果 激 励 源 为 时 变 的 面 电荷 和 面 电 流 ， 只 要 把 式 (5-51) 中 的 点 源 
p(r',t)dY 替换 成 g(r',t)dS' 、 把 式 (5-52) 中 的 点 源 J(r',t) AV" 替换 成 K(r',t)d5' ,并进 
行 面积 分 ， 即 可 得 到 相应 状态 下 р, А 的 解 ， 这 里 , olr) 、K(r',t) 分 别 为 时 变 面 电 荷 和 
面 电流 的 密度 。 同 理 ， 若 激励 源 为 时 变 的 线 电 荷 和 线 电 流 ， 只 要 把 式 (5-51) 和 式 (5-52) 
中 的 点 源 分 别 替换 成 T(r",t) dl IC t) dL 并 进行 线 积分 即 可 ， 这 里 ,7(r',t) 为 时 变 线 电荷 
密度 , I(7',t) 为 时 变 线 电流 。 

2. 动态 位 的 滞后 现象 

A (5-51) 和 式 (5-52) 均 表 明 ， 空 间 某 点 在 + 时刻 的 动态 位 ， 取 决 于 +-R/v 时 刻 的 激 
励 源 分 布 情况 。 或 者 说 ， 动 态 位 随时 间 的 变化 总 是 滞后 于 激励 源 随时 间 的 变化 ， 滞 后 的 时 间 
为 Ro， 而 R/o 正 是 以 速度 " 推进 距离 R 所 需要 的 时 间 。 由 于 р, А 对 于 源 存在 这 种 滞后 现 
象 ， 所 以 动态 位 p、A4 又 称 滞后 位 (retarded potentials) 或 推迟 位 ， 其 中 р 称 滞后 电位 ，4 
称 滞后 磁 位 。 

滞后 现象 的 存在 ， 说 明 电磁 波 是 从 “ 源 ” 向 外 以 有 限 速 度 " 推进 的 ， 并 有 

1 
Р (5-53) 
RH, v 为 电磁 波 的 波 速 ， 单 位 为 米 每 秒 (ms); p, e 分 别 为 媒质 的 磁 导 率 和 介 电 常数 。 

v 的 大 小 取决 于 媒质 的 特性 。 场 点 的 动态 位 滞后 于 激励 源 的 时 间 ， 就 是 电磁 波 从 激励 源 
以 速度 "传播 到 该 场 点 所 需 的 时 间 。 真 空中 电磁 波 的 波 速 "= 1I/ mo =3 x10*m/s， 即 光 
速 。 

3. 动态 位 的 积分 解 的 复数 形式 

如 果 激励 源 按 正 弦 规 律 变化 ， 则 空间 各 点 处 的 动态 位 也 都 是 同 频率 的 正弦 函数 ， 因 而 都 
可 以 用 相 量 形式 表示 。 这 种 情况 下 ， 动 态 位 的 达 朗 贝尔 方程 就 成 为 


dy’ (5-52) 


@ 工程 电磁 场 与 电磁 波 基础 


УА + а?гиА = -pJ (5-54) 
p 


Vp + asup =- (5-55) 


记 k=w Vhs， 则 达 朗 贝尔 方程 的 解 为 


ПЕ 
Ар Је Ч 
А = 万 [一 一 dy 5-56 
а}. R 9536) 
А 1 pe 
= 一 -| av 5-57 
P = anal R (E31) 


这 就 是 动态 位 积分 解 的 复数 形式 。 

式 (5-56), Җ (5-57) 中 ,& 称 为 相位 常数 ， 单 位 为 弧度 每 米 (rad/m) ， 表 示 电 磁 波 
在 传播 方向 上 每 前 进 1m 其 相位 改变 的 弧度 。 如 果 把 上 述 两 式 与 式 (5-51) 和 式 (5-52) ЖЯ 
比 ， 不 难看 出 ， 当 电磁 波 传播 R 距离 之 后 ， 动 态 位 在 时 间 上 推迟 R， 在 相位 上 滞后 wR/u = 
ЕК. 

ЛИК Ц, ЕО ЧЕ 2r 空间 距离 内 的 波 的 数目 。 并 有 


Se рь (5-58) 


RH, /、w、 入 、v 分 别 为 正弦 电磁 波 〈 或 正弦 电磁 场 ) 的 频率 、 角 频率 、 波 长 、 传 播 速度 。 
洛 仑 兹 规范 的 相 量 形式 为 


Ү.А =- juuso (5-59) 

电场 强度 、 磁 场 强 度 与 动态 位 之 间 的 关系 也 可 用 相 量 表示 为 
В = VxA (5-60) 
EEE аА СУЧА) 164 (5-61) 


jwep 

需要 说 明 的 是 ， 当 АЕТ 时 ，e -党 =1， 由 电磁 场 的 波动 性 而 导致 的 动态 位 4、9 的 滞 
后 现象 在 此 情况 下 可 以 忽略 。 也 就 是 说 ， 虽 然 激 励 源 J、p 是 随时 间 变 化 的 ， 但 在 任意 时 刻 ， 
А, е ЇЙ 7, р 的 关系 仍然 服从 于 静态 电场 以 及 恒定 磁场 中 同样 的 规律 ， 即 可 以 按 静 态 电 
场 的 规律 求 取 标量 电位 ， 按 恒定 磁场 的 规律 求 取 矢量 磁 位 4， 只 不 过 4、9w 都 是 时 间 的 函 
数 而 已 。kR<1 相当 于 R<A， 后 者 称 为 似 稳 条 件 ， 满 足 该 条 件 的 时 变 电 磁 场 称 为 似 稳 场 或 
BEH. 

电气 工程 中 的 许多 实际 问题 都 满足 似 稳 条 件 。 例 如 ， 对 于 50Hz 的 工业 频率 而 言 ， 电 磁 
波 的 波长 A =6000km， 在 一 般 规模 的 研究 区 域内 即 可 视 为 似 稳 场 ， 此 时 不 必 考 虑 动态 位 的 滞 
后 。 但 随 着 电磁 波 频率 的 增加 ， 波 长 A 逐渐 变 小 ， 当 A 小 到 可 以 与 激励 源 到 场 点 的 距离 R 
相 比 拟 时 ， 汪 后 现象 就 必须 加 以 考虑 了 。 

关于 似 稳 场 ， 将 在 本 章 “ 准 静态 电磁 场 ” 一 节 中 作 进 一 步 讨论 。 

#1513 试 求 例 5-4 中 的 k&。 原 题 中 ， 时 变 电 磁场 处 于 无 限 大 自由 空间 ， 其 磁场 强度 
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H(z,t) = 9 х 10%cos(10"t - kz)e,A/m 
т 由 已 知 条 件 可 知 ， 相 位 常数 


k = о дук, = 10° х 4m x10” x 1 srad/m = 3.333 х 10°rad/m 
Збт х 10 


说 明 : 
在 正弦 电磁 场 中 ， 正 弦 量 的 角 频 率 w、 相 位 常数 上 、 媒 质 的 磁 导 率 人 和 介 电 常数 e，4 个 
物理 量 中 只 有 3 个 是 独立 的 。 任 意 给 定 4 个 物理 量 中 的 3 个 ， 第 四 个 便 可 唯一 确定 。 


5.7 坡 印 延 定理 与 坡 印 廷 矢量 


能 量 是 物质 的 基本 属性 之 一 。 时 变 电 磁 场 作 为 一 种 特殊 形态 的 物质 ， 也 必然 遵循 能 量 守 
恒 这 一 自然 界 一 切 物质 运动 过 程 都 遵循 的 普遍 规律 ， 并 基于 此 规律 进行 能 最 的 转化 与 传播 。 

在 静电 场 和 恒定 磁场 中 ， 曾 分 别 对 场 域内 任 一 点 的 电场 能 量 密度 w,、 磁 场 能 量 密度 w。 
的 计算 问题 进行 过 讨论 ， 其 结论 如 下 : 在 线性 且 各 向 同性 的 媒质 中 ， 有 


=1p.g =- Le =1в.н-1.т 
w, = 70-Е = зеб, w, = В-Н = ин 


这 两 个 最 初 从 静态 场 问题 中 获得 的 用 于 计算 电场 、 磁 场 能 量 密度 的 公式 ， 对 于 时 变 场 也 
仍然 适用 。 

与 静态 场 不 同 的 是 ， 时 变 场 中 的 电场 强度 、 磁 场 强度 都 要 随时 间 而 变化 ， 相 应 的 ， 电 、 
磁 能 量 密度 也 必然 随 之 发 生变 化 ， 而 空间 各 点 能 量 密度 的 变化 必然 导致 能 量 分 布 的 不 均匀 ， 
从 而 引起 能 量 的 流动 和 传播 。 因 此 ， 时 变 电 磁 场 需要 引入 一 个 用 于 描述 空间 各 点 电磁 能 量 流 
动 状况 的 物理 量 ， 这 就 是 本 节 的 重点 内 容 之 一 一 一 坡 印 廷 矢量 。 

本 节 的 另 一 个 重点 内 容 是 坡 印 廷 定理 。1884 年 ， 坡 印 廷 在 “关于 电磁 场 中 的 能 量 传递 
一 文中 首次 阐述 了 电磁 能 流 与 电磁 场 量 之 间 的 关系 ， 并 给 出 了 一 般 表 示 式 ， 后 人 称 为 坡 印 廷 
定理 。 坡 印 廷 定理 反映 了 时 变 电 磁 场 的 能 量 守恒 和 转化 规律 ， 它 与 麦克 斯 韦 方程 一 起 构成 完 
整 的 电磁 场 理 论 的 基础 。 

1. 坡 印 延 定理 与 瞬时 坡 印 廷 矢量 

在 无 外 源 的 区 域 中 ， 对 麦克 斯 韦 第 一 、 二 方程 作 适 当 运 算 ， 可 得 

H':(VxE)-E.:( Vx H) = 
ot ot 

Ж: 场 域 中 的 媒质 是 线性 、 各 向 同性 的 ， 媒 质 参数 e, u, y 均 不 随时 间 变 化 。 由 矢量 

HERH ( Vx E) -E.( VxH) = V- (Ех Н) 以 及 如 下 等 式 : 


二 0) 1 д, ну = z (Jur) 


аг ôt 2а тә 

ар a(eE) _1 9 (1 
Е. = Е. 2707 2 2 eE E) = (1р 

ðt дг 2 00 ) i ) 


E-J =E- (yE) = УЕ? 
可 得 


@ 工程 电磁 场 与 电磁 波 基础 


такуу =- (lur тав) 
对 于 空间 任意 区 域 ， 记 其 体积 为 7， е 
[у (E хн)ау =- |, 202 шн? + 一 jay - |, Eav 
记 上 式 中 的 体积 Y 由 闭合 面 4 限定 。 对 上 式 应 йс: 可 得 


-$ (E xH) -dA = (= +e )av +], Сва (5-62) 


此 即 坡 印 廷 定理 ， 又 称 时 变 电 磁 场 的 能 量 定理 。 任 何 满足 麦克 斯 韦 方程 的 时 变 电 磁场 都 必然 
服从 该 定理 。 

式 (5-62) 中 各 项 的 物理 意义 如 下 : 右 端 第 一 项 是 单位 时 间 内 体积 Y 中 磁场 能 量 和 电 
场 能 量 的 增加 量 ， 右 端 第 二 项 是 单位 时 间 内 由 于 传导 电流 在 体积 Y 中 流动 产生 的 焦耳 热 损耗 
能 量 。 根 据 能 量 守恒 原理 ， 此 两 项 之 和 必然 等 于 单位 时 间 内 穿 过 闭合 面 4 进入 体积 V 中 的 能 
量 。 因 此 ， 上 式 左 端的 被 积 函 数 (Ех Н) 应 是 一 个 穿 过 单位 面积 的 功率 流 矢量 。 

定义 

S=ExH (5-63) 
为 坡 印 廷 矢量 (Poynting vector) ， 又 称 电磁 能 流 密度 矢量 或 功率 流 密度 矢量 ， 单 位 为 瓦 每 平 
Ж (W/m?)。 显 然 ，S 有 功率 密度 的 意义 ， 其 方向 就 是 电磁 能 量 流动 〈 或 传播 ) 的 方向 。 

从 式 (5-63) 可 以 看 出 ,已 、 互 、$ 这 三 者 之 间 满 足 右手 螺旋 法 则 ， 这 表明 功率 总 是 沿 
着 与 该 处 的 E 和 相生 直 的 方向 传输 。 在 时 变 电 磁场 中 ， 只 要 知道 空间 任意 一 点 的 E 和 五， 
就 能 通过 式 (5-63) 算出 该 点 电磁 能 量 流 的 大 小 ， 并 判断 其 方向 。 由 于 E、H 是 瞬时 值 ， 所 
ARDERE S 也 是 瞬时 值 ， 表 示 电 磁 能 量 传播 的 肯 时 功率 。 同 时 ， 因 S 的 大 小 等 于 电场 强 
度 和 磁场 强度 瞬时 值 之 积 ， 故 只 有 当 两 者 同时 达到 最 大 值 时 ，5 才能 达到 最 大 值 。 若 某 一 时 
ЖЕ, Н 的 值 有 任何 一 者 为 零 ， 则 该 时 刻 5 的 值 也 为 零 。 

特别 的 ， 在 无 损耗 媒质 中 ， 因 电导 率 y=0， 故 式 (5-62) 中 右 端 最 后 一 项 为 零 ， 此 时 ， 
穿 过 闭合 面 4 进入 体积 Y 中 的 功率 等 于 单位 时 间 内 该 体积 中 电磁 能 量 的 增加 量 。 对 于 处 在 有 
损 媒 质 中 的 恒定 电磁 场 ， 由 于 各 场 量 都 不 是 时 间 的 函数 ， 因 此 式 (5-62) 中 右 端 第 一 项 为 
零 ， 此 时 流入 体积 Y 中 的 总 功率 就 等 于 该 体积 内 的 焦耳 热 损 耗 功率 。 或 者 说 ， 在 导电 媒质 
中 ,体积 V 内 的 焦耳 热 损耗 能 量 全 部 由 外 部 输入 的 穿 过 其 表面 4 的 电磁 能 流 提供 。 

2. 平均 坡 印 廷 矢量 与 复 坡 印 廷 矢量 

在 正弦 电磁 场 中 ， 电 场 、 磁 场 的 瞬时 值 表 示 式 分 别 为 

Е = VZE.cos(awt + Ө )е, + V2E,cos(wt + bz)ey + V2E,cos(wt + Ө„)е, 
Н = JZH,cos(wt + Oun)e, + V2H,cos(wt + gm)ey + (2Н,соз( ан + On)e, 
RH, E, 为 电场 EE 在 x 方向 分 量 的 有 效 值 ，9,: 为 E, 的 初 相 角 。 其 余 类 推 。 
把 上 述 两 式 代 人 5S = 已 x 互 ， 可 得 出 S 在 x 方向 的 瞬时 值 ， 并 有 
S, = 2Е,Н,соз(о + 0,.)соз(а + Өн) -2E,H,cos(wt + Oe)cos(wt + Ө.) 
5, 的 平均 值 为 


1 
Sa = 7} 5,0 = Е,Н,соѕ( 6, – л) — E,H,cos( 0 – өм) 
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式 中 ，S.。, 表 示 * 方 向 的 平均 功率 流 密度 ; T=2m/w， 为 正弦 量 的 周期 。 
上 式 也 可 以 写 为 


Sa = Ве[Е,Н; - E,H; | 
ah, Ё,=Ке#*, È, =E; НІ = Неин Н, = Н,е ЗК, Н; = Не” 
H, = Н,е, 
同 理 可 得 5, = Re [Ё,Н; -Ё,Н; ], 5„=Ве ГЕН - Е,Н; ]， 坡 印 廷 矢量 5 的 
平均 值 为 
5„= Ве[(Ё,Н; - ЁН; )е, + (Е,Н; - Е.Н )e + (Е.Н; -EH:)e.] 
ж эд (5-64) 
= Re[E x H'] 
式 中 ，S., 为 平均 坡 印 廷 矢量 ， 也 称 平均 能 流 密度 矢量 ， 单 位 为 瓦 每 平方 米 〈W/mz) ， 表 示 
电磁 场 〈 或 电磁 波 ) 穿 过 单位 面积 的 有 功 功率 。 
类 似 于 正六 交流 电 ， 可 以 记 正弦 电磁 场 坡 印 廷 矢量 的 复数 形式 为 
5 =-ExH' (5-65) 
җн, $ 为 复 坡 印 廷 矢量 ， 单 位 为 伏 安 每 平方 米 (V* A/m); HH H (ЗЫН. 
S 的 实 部 Re[ S] 为 平均 坡 印 延 矢 量 5.,， 即 有 功 功率 密度 ， 表 示 能 量 的 流动 (或 传 
播 ) ， 而 其 虚 部 Im[ 5 ] 为 无 功 功率 密度 ， 表 示 电 磁 能 量 的 交换 。 
特别 的 ， 设 正弦 电磁 场 能 量 的 传播 形成 的 是 均匀 平面 电磁 波 ， 例 如 某 电磁 波 为 沿 +z 方 


向 传播 的 均匀 平面 电磁 波 ， 并 有 
Е = E„cos(wt — kz + ,), Н = Hacos(wt - kz + 0u) 


则 复 坡 印 廷 矢量 S 的 实 部 和 虚 部 分 别 为 


~ Е. Н 1 
Re[ 5] = (= x Ej -%) = y (En x Н„)сов(®, ~ 0u) = 5„ (5-6ба) 


Im[ S] = (= х go -ө) = LA x Н,)зіп(ө, - 0u) (5-66Ь) 
AH, En Н, КАН, Е„//2, Н„//2385Я ЖИЙ, 0. Ou 分 别 为 E、HH 的 初 相 角 。 

当 均 匀 平 面 电磁 波 沿 x 或 y 方向 传播 时 ， 计 算 方法 同上 。 

注意 : 只 有 同 频率 的 正弦 量 之 间 才 能 使 用 复 矢量 进行 计算 。 

З. 时 变 电 磁 场 的 能 量 密度 

对 于 时 变 电 磁场 ， 在 各 向 同性 的 线性 媒质 中 ， 场 域内 任 一 点 的 电场 能 量 密度 、 磁 场 能 量 
密度 的 瞬时 值 分 别 为 


w,(r,t) = зев) 


@ тизшюзъшиши 


w,(r,t) = 了 ra 
AF, т 为 场 点 的 位 置 矢 量 , E(r,t) 、H(r,t) 分 别 为 时 变 电 磁 场 的 电场 强度 、 磁 场 强度 的 瞬 
时 值 。 因 此 ， 时 变 电 磁 场 任 一 点 的 电磁 能 量 密度 的 瞬时 值 为 
(ты) = ев) + анг) (5-67) 

如 果 时 变 电 磁 场 域 中 存在 传导 电流 ， 则 媒质 必然 有 电导 ， 即 у 0, Ж ЯАРЧ О 

损耗 功率 即 单位 体积 内 的 焦耳 热 损耗 ， 又 称 损耗 功率 密度 ) 的 瞬时 值 为 
Р(тм) = J(r + Elr,t) = yE (r,e) = HER 
РА 

式 中 , Е(гы) JO) 均 为 瞬时 值 。 

IÈ (5-66) 和 式 (5-67) 适用 于 激励 源 和 场 量 随时 间 : 按 任意 规律 变化 的 时 变 电 磁 场 。 

特别 的 ， 对 于 正弦 电磁 场 ， 由 于 正弦 量 的 有 效 值 为 瞬时 值 二 次 方 的 周期 平均 值 ， 因 此 其 
能 量 密度 的 周期 平均 值 为 


wr) = Bh wr de = ов (т) + ше) (5-69) 


式 中 , E(r) HOr) 均 为 有 效 值 , ww(r) ЛЕКНЕ ШЙ РБ ПЕ ЖЕЛЕ. 
类 似 的 ， 可 以 得 到 正弦 电磁 场 单 位 体积 内 的 损耗 功率 的 周期 平均 值 ， 为 
Р„(т) = УЕ (ғ) (5-70) 


(5-68) 


式 中 , E(r) 为 E(r,t) 的 有 效 值 。 
例 5-14 已 知 无 限 大 自由 空间 中 的 电磁 场 为 
E(z,t) = 2000соз( ог - kz)e.V/m, H(z,t) = 5. Зсов( ог - kz)e,A/m 


式 中 ,k=w Мово =0.42rad/m。 试 求 :(1) 瞬时 坡 印 廷 矢量 S;，(2) 平均 坡 印 廷 矢量 S,,; 


(3) 流入 图 5-8 所 示 的 长 方 体 中 的 净 功率 (该 立方 体 的 长 为 а 
0. Sm， 横 截面 积 为 0. lm ， 它 的 一 个 项 角 置 于 直角 坐标 系 的 原 
点 ) 。 Nm М 


解 (1) 瞬时 坡 印 廷 矢量 
S = E x Н = 10600c0s (wt - kz)e, W/m? 
(2) 平均 坡 印 廷 矢量 
w 


1 т а 
8. = т} S,dte, = pell 10600cos? (wt - kz) dre, W/m? 


05m 


= е,5 300 W/m? 图 58 15-14 图 
或 者 
5„ = Rel Š] = Re[E x H°] = КеГЕ,Н;е,) 
= Re[ E,e™H,e"e,] 
= Е,Н,е, = 20005. 3 улг = 5300e,W/m? 
2 Z 


(3) 设 题 图 中 的 长 方 体 所 围 的 闭合 面 为 4， 记 4 的 法 向 为 e。 ， 则 流入 该 长 方 体 中 的 净 
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功率 
P=-$S:ed4 =-0.1[$-(-е,)|,„+5-е,| 1] 
= 10600 x 0. 1[ cos?’ (wt — 0) - cos?’ (wt - 0.42 х 0.5) ]W 
= 1060[ cos’wt - соз? (wt – 0. 21) ]W 
#1515 已 知 真空 区 域 中 时 变 电 磁场 的 磁场 强度 瞬时 值 为 
H(y,t) = 10 VZeos4xcos(ot - ky)e,A/m 
试 求 :(1) 电场 强度 已 的 复 矢量 ， 并 将 之 表示 为 瞬时 值 形 式 ;， (2) 电磁 场 的 平均 储 能 密度 
wa; (3) 平均 坡 印 廷 矢量 5,, 和 复 坡 印 廷 矢量 5. 
解 (1) 因 真 空中 的 传导 电流 为 零 ， 故 此 处 有 
Vx H = J +јәр = joD = jwsoE 
由 已 知 条 件 可 得 ， 磁 场 强度 的 复 矢 量 
H = 10cos4xe ™e, A/m 
所 以 有 


> VxH 1 (ӘН, əh, 1 ӘН, 
E=- = - ( е e) га е, 
jweo јәғо\ Әх ду jweo ду 


1 
= - e, ——(- jk) 10cos4xe ™® V/m = e, |®10созйхе””ҮУ/ш 
jwe 25 


据 此 可 知 ， 电 场 强度 的 复 矢量 


Е = 1200тсоніхе е, У/т 
电场 强度 的 瞬时 值 
Е(у,1) = 1200TV2cos4xcos(ol - ky)e,V/m 
(2) 电磁 场 域 的 平均 储 能 密度 


1 1 
wo = eo + ан? = [Lso(1200mcos4x)? + Т (10соніа) "| У A/m? 
2 2 2 2 
= 4m х 10 cos’4xW/m’ 


(3) 复 坡 印 廷 矢量 
$ = Ех ИН = 1200ncosxe we, x 10cos4xeipe.V - A/m? = 12000тсов 4ле, Ү + A/m? 
юй, S 的 实 部 Re[ 5 ] = 12000тсов'4хе,Ү . A/m? ， 其 虚 部 Im [8] =0。 因 此 ,平均 坡 
印 廷 矢量 
S., = Re[ § ] = 12000тсов'4ле, W/m? 
当然 ， 也 可 以 采用 如 下 方法 计算 平均 坡 印 廷 矢量 : 


5„ = Re[E x H`] = Ве[е,Е,Н; | = Ве[е,Е,е””Н,е” | 


@ 工程 电磁 场 与 电磁 波 基础 


= Е,Н,е, = 1200mcos4z - 10cos4xe, W/m? = 12000тсо4хе W/m? 
例 5-16 已 知 时 变 电 磁 场 有 关 场 量 的 复 矢量 为 


E(z) = jEosin(kz)e,, H(z) ~ они, 
Шо 


жш, к, 是 一 个 正 实数 ; 0-27, ДА, аНЫ, WR: 250, 1°, tg 


点 处 的 瞬时 坡 印 廷 失 量 、 复 坡 印 廷 撩 量 和 平均 坡 印 廷 矢量 。 
й (1) 本 书 中 ， 复 矢量 都 是 采用 有 效 值 相 量 表示 的 ， 故 已 和 豆 的 瞬时 矢量 为 


Е(2,0) = Ве[/2Ее“] = Re[lj /2Е,віп(Ь) ее, ] =- VEsin(kz)sin(wt)e, 
Н(гм) = Ве[/2Не“] = Rel |- Ecos(kz)e™e,] = /ocos(kz)eos(wt)e, 
Mo Ho 
瞬时 坡 印 廷 矢量 为 


S(z,t) = E(z,t) x H(z,t) = -2 владе) анбон, 
Ho 
在 z=0 处 ， 由 于 sin(iz) = 0 ， 故 该 点 的 瞬时 坡 印 廷 矢量 S(0,z) = 0 。 тве 2т, 因 
此 在 := 各 处 ， 瞬时 坡 印 廷 矢量 为 


5(ты)=- x2 2 | бк зыл 2) о ФЕ a)sin(wt) cos( wn) 
8 л Ж/А в 


ГЕ 
=--— |29 (2ал)е, 
2 ш 


А 
бсБ, MF сон) = со(29 4) = о, маконат 5 ^^, 1) =0。 
Ao 4 4 
(2) 复 坡 印 廷 矢量 
А 
S (2) = E(z) x H° (2) = jEsin(kz)e, в palasa [ie 
Ho 2 N mo 
所 以 有 
5(0) = 0( 在 z =0 处 , sin(2kz) = 0) 
[Ар .Eo feo. 2nAo), _ .Eo feo 
#(%)-;® [ime ei ee 


5(%) = 0( 在 z = 0 Ж, sin(2kz) = sn(2 42%) = 0) 


~ E Е 
(3) 由 5 (2) = En 可 知 ，S (2) 的 实 部 恒 为 零 ， 所 以 在 电磁 场 域 的 各 


жож mrema 19) 


点 ， 平 均 坡 印 廷 矢量 均 为 零 。 即 S.(z) = Re[ 8] = 0,VYz е Ro RE, RARR 


5. 8 EROBRA 


在 忽略 电磁 感应 效应 或 忽略 位 移 电流 效应 的 前 提 下 ， 可 将 时 变 电 磁 场 分 别 简 化 为 电 准 静 
态 场 、 磁 准 静态 场 。 这 两 类 电磁 场 统 称 为 准 静态 电磁 场 。 

由 时 变 电 磁场 基本 方程 的 物理 含义 可 知 ， 在 忽略 电磁 感应 效应 前 提 下 定义 的 电 准 静态 场 
中 ,实际 上 略 去 了 随时 间 变 化 的 磁场 对 电场 分 布 的 影响 ， 即 略 去 了 二 次 源 aB/at 的 作用 。 同 
样 ， 在 忽略 位 移 电流 效应 前 提 下 定义 的 磁 准 静态 场 中 ， 略 去 了 随时 间 变 化 的 电场 对 磁场 分 布 
的 影响 ， 即 略 去 了 二 次 源 传导 电流 5D/at 的 作用 。 因 此 ， 尽 管 这 两 类 场 都 属于 时 变 电 磁 场 ， 
但 却 具有 静态 场 的 一 些 性 质 ， 或 者 说 ， 这 两 类 场 既 具有 时 变 场 的 性 质 又 具有 静态 场 的 特征 。 

准 静 态 电磁 场 的 研究 对 工程 实际 中 经 常 遇 到 的 一 些 问 题 有 指导 意义 。 例 如 ， 载 流 导体 在 
自身 电磁 场 的 作用 下 会 产生 集 肤 效应 ， 时 变 场 内 部 导体 由 于 存在 电磁 感应 会 产生 涡流 效应 
等 、 这 些 现象 对 场 的 分 布 都 会 产生 影响 ， 在 不 利于 工程 实际 时 要 尽量 避免 ， 而 在 需要 的 时 候 
则 要 充分 加 以 利用 。 


5.8.1 电 准 静态 场 


在 时 变 电 场 中 ， 当 库仑 电场 远 远 大 于 感应 电场 时 ，aB/at 可 以 忽略 不 计 ， 此 时 有 
УХЕ = Ух(Е,+Е„) = VxE.=0 6-1) 
RF, E, 为 库仑 电场 ; 无 ,为 感应 电场 。 

满足 上 述 条 件 的 时 变 电 场 ， 定 义 为 电 准 静态 场 〈 Electroquasistaticfield ，EQS) ， 此 时 电 
场 可 按 静 态 场 处 理 。 由 式 (5-71) 可 见 ， 在 忽略 电磁 感应 的 条 件 下 ， 电 准 静态 场 具有 与 静电 
场 相似 的 有 散 无 旋 性 。 电 准 静 态 场 的 麦克 斯 韦 方程 的 微分 形式 为 

ухн=у+?°Р 
ðt 
VxE~0 (5-72) 
v.B -0 
v.D-p 

在 低频 交流 情况 下 ， 平 板 电容 器 中 的 电磁 场 即 属于 电 准 静态 场 。 

应 该 指出 ， 有 时 虽然 感应 电场 E,, 并 不 小 ,但 其 旋 度 玉 x EE 很 小 ， 此 时 , R (5-71) 1 
然 成 立 ， 这 样 的 时 变 电 场 仍 可 按 电 准 静态 场 处 理 。 

例 5-17 一 圆 形 平 行 板 电 容器 ， 极 板 半 径 R=10cm， 板 间 介 质 为 理想 绝缘 介质 。 现 设 有 
频率 为 50Hz、 有 效 值 为 0. ТА 的 正弦 电流 通过 该 电容 器 。 若 忽略 边缘 效应 ， 试 求 电 容器 中 的 
电场 与 磁场 分 布 。 

解 ”由 于 电容 器 极 板 间 的 介质 为 理想 绝缘 介质 ， 因 此 极 板 间 不 可 能 存在 传导 电流 ， 只 能 
存在 位 移 电流 。 按 照 麦 克 斯 书 全 电流 定律 ， 电 容器 中 的 位 移 电流 Л, 一 定 与 线路 中 的 传导 电 
流 了 大 小 相等 。 在 忽略 边缘 效应 的 前 提 下 ， 可 认为 Ja 在 极 板 间 均 匀 分 布 ， 并 有 


i 
= ш 
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式 中 ，i 为 与 电容 器 相连 的 导线 中 的 传导 电流 ，i=0. 1 V2cos100mtA。 

设 贺 杜 坐标 系 的 z 轴 与 回 形 平行 板 电容 器 的 轴线 重合 ， 且 电流 的 方向 为 +z 方 向。 在 位 
于 电容 器 两 极 板 之 间 的 > 轴 上 任 选 一 点 为 圆心 、 以 为 半径 画 一 个 平行 于 极 板 的 贺 ， 记 这 个 
圆 的 圆周 为 回路 !， 记 这 个 圆 的 面积 为 S， 运 用 全 电流 定律 上 如" dl = [Jad5 ， 可 得 


2 


2гтН = 74 
Е 
于 是 可 知 电容 器 中 的 磁场 强度 
= IE” = 2. 25rcos100mte, 
由 位 移 电 流 的 定义 式 可 得 电场 强度 为 


. 4 
EE Lf jyde = 1 [0 LA ossidi „10 F inw = 1.15 x 10° Visinot V/m 
zo 5) mR 


вш TR 
该 电场 在 极 板 间 也 时 均匀 分 布 ， 可 视 为 电源 给 极 板 提 供 的 电荷 产生 的 库仑 电场 E.。 同 
时 ， 由 磁场 强度 可 求 得 感应 电场 已 ,的 旋 度 为 


VxE, =- = =-ш н = 2. 25rewyosinl00mte, = 8.88 x 10-rsin100mtes 


对 比 上 式 与 电场 强度 的 计算 式 ， 显 见 ， 由 二 次 源 3B/at 产生 的 感应 电场 (其 数量 级 为 
10“) 比 库仑 电场 (其 数量 级 为 10?) 小 得 多 ， 完 全 可 以 忽略 不 计 。 故 电容 器 中 的 电场 近似 为 
Е = 1.15 х 10° V2sinwte, V/m 


5.8.2 RRES 


在 时 变 电 磁场 中 ， 当 传导 电流 ЛС) 远 远大 于 位 移 电 流 3D/3t 时 ，aD/at 可 忽略 不 计 ， 即 
VxH=J+ ap =J 
这 种 情形 下 时 变 场 可 按 恒 定 磁场 处 理 。 由 此 可 见 ， 在 忽略 位 移 电流 的 条 件 下 ， 磁 准 静态 场 
( Magnetoquasistaticfield, MQS) 具有 与 恒定 磁场 相似 的 无 散 有 旋 性 。 
磁 准 静态 场 的 麦克 斯 韦 方程 的 微分 形式 为 
VxH=J 


ðt (5-73) 


磁 准 静态 场 中 的 E、B 与 动态 位 A 和 p 之 间 仍 然 保 持 如 下 关系 : 
В = УхА,Е =-#- Vo 
НА 和 在 线性 介质 中 分 别 满足 微分 方程 
VA =-W, ?р=-®- 


є 
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由 此 可 见 磁 准 静 态 场 和 恒定 磁场 的 相似 之 处 。 虽 然 4 和 p 都 是 随 着 时 间 变 化 的 ， 但 磁 
准 静 态 场 却 遵循 静态 场 的 规律 。 因 此 只 要 知道 电流 和 电荷 的 分 布 ， 就 完全 可 以 利用 静态 情况 
下 的 公式 计算 A、p。 

车 略 去 电磁 场 的 波动 性 ， 可 以 认为 场 与 源 之 间 具 有 类 似 于 静态 场 中 场 与 源 之 间 的 即时 依 
赖 关 系 ， 所 以 也 称 这 种 场 为 似 稳 场 。 显 然 ， 时 变 电 磁 场 可 以 视 为 似 稳 场 的 条 件 ， 是 场 量 滞后 
于 激励 源 的 时 间 远 小 于 时 变 场 电 磁 波 的 周期 ， 即 

ет (5-74) 


因 和 A =vT， 故 可 将 式 (5-74) 等 效 为 场 域 的 空间 尺寸 远 小 于 时 变 场 电磁 波 的 波长 ， 即 
R<A (5-75) 

式 (5-74) 和 式 (5-75) 为 时 变 电 磁 场 的 似 稳 条 件 

对 于 纯 金属 来 说 ， 其 电导 率 一 般 在 10" HRH, e~s, IA we<y 便 得 w<<10" rad/s。 
由 此 数值 可 知 ， 在 良 导 体 中 ， 从 较 低 频率 的 波 一 直到 紫外 波 都 允许 将 位 移 电流 略 去 ， 从 而 将 
时 变 场 视 为 似 稳 场 。 

这 里 必须 注意 ， 似 稳 场 的 判断 是 以 尺寸 与 波长 之 比 为 判 据 的 ， 而 不 是 以 绝对 尺寸 的 大 小 
和 频率 的 高 低 为 判 据 。 例 如 工 频 50Hz 的 波 在 自由 空间 中 的 波长 为 6000km， 因 此 只 有 跨越 数 
百 千 米 的 长 距离 输电 才 需 要 考虑 波动 过 程 。 而 到 了 微波 波段 ， 例 如 频率 为 3GHz 的 波 ， 它 在 
自由 空间 中 的 波长 仅 为 10cm， 那 么 手掌 大 小 的 一 个 系统 就 需要 考虑 波动 过 程 ， 而 不 能 简单 
地 作为 电路 问题 来 处 理 了 。 

尽管 准 静态 情况 下 的 时 变 电 磁 场 与 静态 场 具有 相似 的 特性 ， 但 它 毕 竟 是 随时 间 变 化 的 ， 
因此 还 具有 一 些 与 静态 场 不 同 的 特性 ， 在 实际 应 用 中 需要 予以 注意 。 

1. 导体 内 场 量 分 布 的 集 肤 效应 与 邻近 效应 

在 稳 态 场 情 况 下 ， 当 电导 率 у 为 有 限 值 的 非 理想 导体 自身 载 有 电流 时 ， 一 般 认 为 电流 以 
及 相应 的 电场 强度 、 磁 场 强 度 等 物理 量 在 导体 内 的 分 布 只 与 激励 源 等 有 关 ， 而 与 导体 材料 无 
关 。 但 在 时 变 场 中 ， 这 些 场 量 的 分 布 与 导体 的 电导 率 、 介 电 常 数 、 磁 导 率 等 均 密切 相关 。 

本 书 第 6 章 在 讨论 无 限 大 导电 媒质 中 的 传播 特性 分 析 中 会 给 出 如 下 结论 : 

电磁 波 在 良 导体 中 传播 时 ， 电 场 与 磁场 的 振幅 迅速 训 减 ， 这 些 电磁 场 量 无 法 进入 良 导体 
深 处 ， 仅 存在 于 导体 表面 附近 ， 这 种 现象 称 为 集 肤 效应 (кіп effect) 。 

工程 上 定义 ， 当 电磁 波 电场 强度 的 振幅 衰减 到 它 在 导电 媒质 表面 处 的 振幅 的 e ”( 约 为 
0.368) 时 ， 波 在 媒质 中 所 传播 的 距离 为 透 入 深度 ( penetration depth) ， 也 称 为 集 肤 深度 ， 


记 之 为 8， 并 有 
„ш уж КК; 
а ошу 


RP, a 为 衰减 常数 ， 其 大 小 取决 于 导电 媒质 的 参数 (包括 介 电 常数 e METEU) 以 及 
电磁 波 的 频率 ， 并 决定 着 电磁 波 (电场 与 磁场 ) 衰减 的 快慢 。 有 关 问 题 将 在 第 6 章 详细 
讨论 。 

可 见 ， 透 和 深度 5 与 频率 了 及 电导 率 у 的 二 次 方 根 成 反比 。 例 如 频率 /=50Hz 时 ， 铜 的 
透 人 深度 为 9. 4mm; 当 频 率 f=5 x10"Hz 时 ， 透 人 深度 为 0. 66hm。 仅 仅 经 过 13. 8 个 透 入 深 
度 的 距离 ， 场 强 的 振幅 就 衰减 到 它 在 导体 表面 处 的 振幅 的 百 万 分 之 一 。 


(7 тиешшзашижи 


上 述 关于 透 入 深度 的 公式 虽然 是 由 无 限 大 导电 媒质 得 到 的 ， 但 也 可 以 用 来 近似 分 析 有 限 
大 导电 媒质 的 情形 。 例 如 半径 为 r-、 长 度 为 1 的 圆柱 导体 ， 在 直流 情况 下 可 认为 电流 在 导体 
横 截面 上 呈 均 匀 分 布 ， 故 导体 的 直流 电阻 为 

Re 
ту 

但 在 时 变 场 情况 下 ， 电 流 趋 于 表面 分 布 ， 有 效 载 流 截面 可 近似 看 做 以 导体 外 表面 周 长 为 
长 度 、 透 人 深度 为 宽度 的 长 方形 截面 ， 因 此 导体 的 交流 电阻 为 

Ж, = 二 
2mr8y 
此 时 ， 同 一 根 圆 导线 的 交流 电阻 与 直流 电阻 的 比值 为 
R, 
了 

显然 ， 导 体 的 透 入 深度 越 小 ， 其 交流 电阻 值 就 越 大 。 例 如 ， 当 "=2 107, /=3 х 
10°Hz, у =5. 8 х10°5/т Rt, А/К, =26.2。 这 说 明 同一 根 导线 的 交流 电阻 比 直流 电阻 大 很 
多 。 在 导线 横 截 面积 不 变 的 情况 下 ， 为 了 减少 交流 电阻 ， 唯 一 的 办 法 就 是 增 大 导体 表面 面 
积 ， 这 就 是 工程 上 常 把 导线 、 输 电线 制 成 相互 绝缘 的 多 股 细 线 的 原因 之 一 。 

当 多 个 导体 共存 且 通 有 交 变 电流 时 ， 相 互 靠 近 的 导体 不 仅 每 一 导体 处 于 自身 电流 产生 的 
电磁 场 中 ， 同 时 还 处 于 其 他 导体 中 的 电流 所 产生 的 电磁 场 中 。 显 然 ， 这 时 各 个 导体 中 的 电流 
分 布 与 其 单独 存在 时 不 一 样 ， 会 受到 邻近 导体 的 影响 ， 这 种 现象 称 为 邻近 效应 。 频 率 越 高 ， 
导体 靠 得 越 近 ， 邻 近 效 应 越 显著 。 

事实 上 ， 邻 近 效 应 与 集 肤 效应 是 共存 的 ， 它 们 都 会 使 导体 中 电磁 场 的 场 量 分 布 不 均匀 。 

2. 导体 内 的 感应 电磁 场 与 涡流 

在 许多 电工 设备 中 都 存在 着 金属 导体 ， 例 如 发 电机 和 变压器 的 铁心 和 端 盖 等 。 当 这 些 导 
体 处 在 变化 的 磁场 中 时 ， 其 内 部 就 会 有 感应 电流 出 现 。 这 些 感应 电流 在 导体 内 部 自 成 闭合 回 
路 ， 呈 小 涡流 动 ， 因 此 称 为 流 涡 电流 (eddy current) ， 简 称 涡流 。 

涡流 在 导体 内 流动 时 ， 会 产生 损耗 从 而 引起 导体 发 热 ， 故 涡流 具有 热效应 ; 同时， 涡流 
要 产生 减弱 外 磁场 变化 的 磁场 ， 因 此 涡流 又 具有 去 磁 效 应 。 涡 流 的 这 两 个 效应 既 有 有 利 的 一 
面 ， 也 有 有 害 的 一 面 。 工 业 上 可 以 利用 涡流 的 热效应 进行 金属 的 加 热 和 冶炼 ， 利 用 涡流 的 去 
磁 效 应 制 成 电磁 曾 ， 根 据 涡流 的 分 布 规律 进行 无 损 探 测 等 。 然 而 在 某 些 情 况 下 却 需要 减 小 涡 
流 ， 避 免 设备 因 过 热 而 损害 、 因 去 磁 而 影响 工作 性 能 。 足 见 ， 研 究 涡流 问题 具有 工程 意义 。 

在 磁 准 静态 场 情况 下 ， 涡 流 问题 中 的 电场 强度 、 磁 场 强度 方程 简化 为 


ән 
VE-Am 一 =0 
АРТ 


а r 


(5-77) 
VE- mZ =0 
式 (577) 称 为 涡流 方程 ， 或 磁 扩散 方程 。 求 解 该 方程 即 可 分 析 涡流 场 的 分 布 ， 研 究 相应 的 
涡流 场 问题。 
变压器 铁心 是 工程 上 涡流 场 分 析 的 典型 实例 。 为 了 降低 涡流 损耗 ， 一 般 要 将 铁心 用 相互 
绝缘 的 薄片 天 压制 成 ， 其 中 每 片 铁 片 都 可 看 成 是 一 片 薄 导电 平板 。 可 以 证 明 ， 在 每 片 薄板 内 
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W, 电场、 磁场 及 涡流 的 分 布 均 呈现 出 集 肤 效应 现象 ， 即 在 薄板 内 部 的 中 间 区 域 场 量 的 分 布 
最 弱 ， 而 在 薄板 表面 两 侧 场 量 的 分 布 比较 集中 。 

对 电工 钢 片 来 说 ， 一 般 凤 =1000u ，y =10"S/m， 设 薄板 厚度 hh=0. 5mm。 当 工作 频率 为 
工 频 50Hz 时 ， 透 和 深度 5 =0.715mm，h/5 =0.7， 集 肤 效应 不 显著 ， 可 以 认为 场 量 还 是 沿 截 
面 均匀 分 布 的 。 但 当 工作 频率 增 至 2 000Hz 时 ，h《5 =4.4。 可 见 在 音频 时 ， 已 不 适宜 采用 
0. Smm 厚度 的 钢 片 了 ， 必 须 选择 更 薄 的 钢 片 。 当 频率 高 到 一 定 程度 后 ， 甚 至 要 用 粉 状 材料 
压制 而 成 的 铁心 才 可 以 实际 应 用 。 

3. 电磁 屏蔽 

随 着 各 种 电磁 新 技术 的 广泛 应 用 ， 电 器 装置 的 电磁 兼容 性 能 要 求 越 来 越 高 。 电 磁 屏 项 
(electromagnetic shield) 是 最 早 用 于 隔离 电器 设备 之 间 电 磁场 相互 干扰 的 设备 之 一 。 在 绝 大 
多 数 情况 下 ， 电 磁 屏蔽 由 金属 (包括 铜 、 铝 、 钢 等 ) 制 成 。 例 如 在 收音 机 中 ， 以 空心 的 锅 
壳 轩 在 中 频 线圈 外 面 ， 使 它 不 受 外 界 高 频 电 磁场 的 干扰 。 

因为 电磁 屏 珊 利用 导体 内 的 涡流 所 产生 的 电磁 场 来 抽 制 外 加 电磁 场 ， 从 而 对 被 保护 区 域 进 
行 屏蔽 ， 所 以 电磁 屏蔽 又 称 涡流 屏蔽 。 为 了 达到 良好 的 屏蔽 效果 ， 屏 蔽 罩 的 厚度 h 必须 接近 于 
屏蔽 材料 的 透 和 深度 的 3 ~6 倍 。 根 据 第 6 章 中 的 电磁 波 理论 可 以 证 明 ， 良 导体 中 电磁 波 的 波 
长 即 为 其 透 人 深度 的 2r 倍 ， 因 此 一 般 情 况 下 就 以 电磁 波 的 波长 作为 屏蔽 单 的 厚度 ， 即 

h = À = 216 (5-78) 

这 样 ， 电 磁场 不 能 透 过 屏蔽 体 ， 从 而 对 屏蔽 装置 内 外 均 起 到 隔离 作用 。 

由 于 透 人 深度 与 屏蔽 体 材料 的 电导 率 、 磁 导 率 、 被 屏蔽 电磁 场 的 频率 都 有 关 ， 故 在 电磁 
屏蔽 的 设计 中 必须 综合 考虑 上 述 因素 来 选择 屏蔽 体 的 材料 及 尺寸 。 例 如 在 工 频 情况 下 ， 铁 质 
外 壳 即 可 对 一 般 电子 设备 起 到 屏蔽 作用 ; 而 在 中 、 高 频 情况 下 ， 因 铁 磁 材 料 在 中 高 频 时 损耗 
较 大 ， 发 热 严 重 ， 会 给 被 屏蔽 装置 带 来 不 利 影响 ， 所 以 此 时 一 般 不 再 使 用 铁 质 屏蔽 。 


习题 5 


5-1 一 个 面积 为 hxw 的 单 臣 矩 形 线圈 放置 在 时 变 磁场 B = B。sinwte, 中 。 开 始 时 ， 线 圈 面 的 法 线 e, 与 
7 轴 成 a 角 ， 如 图 5-9 所 示 。 求 : (1) 线圈 静止 时 的 感应 电动 势 ，(2) 线圈 以 角速度 w 绕 х 轴 旋转 时 的 感 
应 电动 势 。 


图 5-9 题 5-! 图 图 5-10 5-2 图 


52 长 直 导 线 载 有 电流 г =, соки, ДИГ а хь 的 矩形 线 框 ， 如 图 5-10 所 示 。 在 下 列 两 种 情况 
下 求 线圈 中 的 感应 电动 势 : (1) 线圈 静止 不 动 ; (2) 线圈 以 速度 v 向 右 方 运动 。 

53 ”在 无 源 的 自由 空间 中 ， 已 知 磁场 强度 吾 =7.2x10“ соз (3 x10% -10z) е, A/m， 求 位 移 电 流 密 
Ж. 


(2 тизшечешини 


5-4 已 知 导电 媒质 中 传导 电流 密度 的 大 小 为 = 1.25 х 107° сов10°:А/т?, RASKA у = 10°5/т, 
er =6.5。 求 导电 媒质 中 位 移 电流 密度 的 值 。 


55 ” 设 同 轴 电 缆 中 位 移 电 流 密度 Л, = elo- 恕 )e,， 电 缆 的 内 外 导体 之 间 填充 了 理想 介质 ， 介 质 


参数 为 es, =2, п. =1. Ж: 理想 介质 中 的 电场 强度 Е 和 磁场 强度 Н. 

5-6 ”在 无 源 区 域 ， 已 知 电磁 场 的 电场 强度 Е = 0. lsin(6. 28 х 10°: - 20.9z)e. V/m， 求 空间 任 一 点 的 磁 
场 强度 Н 和 磁感应 强度 В. 

5-7 ”在 两 块 导电 平板 z=0 和 z=4 之 间 的 空气 中 有 电磁 波 传播 ， 已 知 电场 强度 


Е = Е„зїп =ош =- ®х)е,,} н wk ЖЖ 


Ж: (1) 磁场 强度 万; (2) 两 块 导电 平板 表面 上 的 电流 密度 下。 
5-8 设 真空 中 电磁 场 的 电场 强度 已 只 有 y 方 向 分 量 ， 即 
Ру үс -0D,z>0 
Ecosw(z +1) ,2 <0 
Га]: 在 z=0 处 ,产生 此 电磁 场 的 电流 源 如 何 分 布 。 
5-9 WEH: 在 有 电荷 密度 P 和 电流 密度 的 均匀 无 损耗 媒质 中 ， 和 五 满 足 的 波动 方程 为 


VE -uE -d+ (人 ). VH- -ue +- wx xJ 


5-10 EMBRAPA, IHRER Imm 和 4mm， 两 导体 之 间 填 充 了 е, =2, и, =1 的 理想 介质 。 
如 果 以 电费 轴线 为 z 轴 建立 圆柱 坐标 系 ， 则 理想 介质 中 的 电场 强度 可 表示 为 „оз х104 - kz) e,o 
(1) 判断 电场 是 否 具有 波动 性 ; (2) 求 介质 中 的 磁场 强度 Н, РЕТОНА ЕЛЕ К, МА Оо: 
10m 区 段 内 的 位 移 电流 ia。 

5-11 在 时 变 电 磁 场 中 ， 已 知 矢量 位 函数 4 = 4。sin(wt - e)e.， 其 中 4。 和 上 均 为 常数 。 试 求 电场 强度 
Е, ЗЕЛЕ Н 和 坡 印 廷 矢量 5。 


5-12 给 定 真空 中 时 变 电 磁 场 的 标量 位 p =» а ЖИЕ А = Žije., се (oeo) ARE 


波 在 真空 中 的 传播 速度 。 (1) 证 明 动 态 位 4、w 满足 洛 仑 兹 规范 Y .4 = -epo 2, (2) 求 场 量 E、D、 
B, H, 

5-13 ”改写 下 列 电场 或 磁场 的 表达 式 : 

(1) 将 瞬时 形式 改 为 复数 形式 

Е = E„cos2xsinote,, Н = H,e™cos(wt ~ Вх)е, 
(2) 将 复数 形式 改 为 瞬时 形式 
Е = Esin т, H = jHeospze, 

5-14” 测 得 媒质 中 电磁 场 的 电场 强度 = 0. 5sin(2mz)cos(4m x 10: - kz)e, V/m , ЖЕНЕ H MR 
中 的 常数 。 

5-15 已 知 无 源 的 空气 中 的 磁场 强度 村 = 0. 5зїп(2тх)сов(4т х 10°: -&)е,А/т ， 试 利用 波动 方程 求 常 
жк 


516 ”真空 中 正弦 电磁 场 的 磁场 强度 Н 为 已 知 , ЖЖ ЖШ H =- jcos(15mz)eyerA/m ， 其 频率 
/=2.5 x10?Hz。 试 求 : 电场 强度 和 式 中 的 常数 上 。 
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5-17 已 知 无 限 大 自由 空间 中 电磁 场 的 电场 强度 和 磁场 强度 为 E = 500cos(wt - 20z)e, V/m, Н = 
一 3cos(wt -20z)e,A/m。 求 : (1) 正弦 电场 和 磁场 的 角 频 率 o; (2) 坡 印 廷 矢量 的 瞬时 值 和 平均 值 S、 


Sa: (3) 复 坡 印 廷 矢量 So 

5-18 已 知 无 限 大 均匀 导电 媒质 中 电场 和 磁场 的 眠 时 值 为 E = Бе “cos(wt -pz + ф)е,,Н = 
Нуе "сова -Bz + 中)e,， 式 中 a、B 均 为 常数 。 试 求 :(1) EE 和 互 的 复数 形式 ，(2) 瞬时 坡 印 廷 矢量 5 
和 平均 坡 印 廷 矢量 Suo 

519 ”半径 为 e 的 两 块 图 形 极 板 构成 平行 板 电容 器 ， 在 两 板 上 施加 缓 变 电 压 u= Un coset, PIAS TEE 
离 为 4， 板 间 充满 某 种 导电 媒质 ， 媒 质 参 数 e,、p,、y 均 已 知 。 求 : (1) 电容 器 内 的 瞬时 坡 印 廷 矢量 S、 平 


均 坡 印 廷 矢量 Su, SENERE 8; (2) 进入 电容 器 的 平均 功率 ; (3) 电容 器 内 损耗 的 瞬时 功率 和 平 
均 功率 P,,。 

520 半径 为 a、 电 导 率 为 y 的 无 限 长 直 圆 柱 导 体 ， 其 表面 均匀 分 布 着 密度 为 o 的 面 电 荷 。 若 沿 其 轴 
向 通 以 均匀 分 布 的 恒定 电流 1, Ж: 导体 表面 外 侧 的 坡 印 廷 失 量 So 

521 ”在 球 坐 标 系 下 ， 已 知 真空 中 时 变 电 磁场 的 电场 强度 为 杞 (r,t) = Dsingeos -te ， 式 中 k= 


ш „ваша WR: АЛЕ H 的 复 矢量 、 电 磁场 的 平均 储 能 密度 w., 和 平均 坡 印 廷 矢量 S, 。 
5-22” 载 以 恒定 电流 /的 圆柱 形 导线 长 为 !， 电 阻 为 R， 导 线材 料 的 电导 率 为 y。 求 证 : 由 导线 表面 进 


人 其 内 部 的 功率 -$ CE x H) + ЗА 等 于 导线 内 的 焦耳 热 损耗 功率 PR。 这 里 ，4 为 导线 的 外 表面 。 


5-23 ”半径 为 a 的 两 块 圆 形 极 板 构成 的 平行 板 电容 器 ， 外 施 直 流 电压 U， 两 板 间距 离 为 4， 板 间 充 满 某 
种 导电 媒质 ， 媒 质 参数 s,、k, y 均 已 知 。(1) 求 该 系统 中 的 电流 ; (2) 求 电 容器 两 极 板 之 间 任 一 点 的 坡 
印 廷 矢量 ; (3) 证 明 电 容器 消耗 的 功率 等 于 电源 提供 的 功率 。 


5-24 真空 中 两 个 沿 +z 方 向 传播 的 电磁 波 的 电场 分 别 为 E, Enee, Ea = seriw-oey， 其 中 0 
为 常数 ,k=w „овоо 证明: 合成 波 的 平均 坡 印 廷 矢量 等 于 两 个 波 的 平均 坡 印 廷 矢量 之 和 。 

5-25 ”半径 为 a 的 两 块 贺 形 极 板 构 成 平行 板 电 容器 ， 对 它 外 施 缓 变 电 压 = U。coswt， 两 极 板 间 距离 为 
d， 板 间 充 满 某 种 导电 媒质 ， 媒 质 参 数 e, p, y 均 已 知 。 求 极 板 间 任 意 一 点 的 位 移 电流 密度 和 电场 强度 
(忽略 边缘 效应 ) (ТЕ: Nu 为 缓 变 电 压 ，w 不 大 ， 故 本 系统 的 时 变 电 磁 场 为 准 静态 场 ， 可 以 不 考虑 变化 
的 磁场 对 电场 的 影响 ， 电 场 分 布 与 静态 场 情形 相同 。) 

5-26 ”长度 为 1 的 圆柱 形 电容 器 ， 其 内 、 外 导体 半径 分 别 为 a、5， 内 、 外 导体 之 间 填充 了 介 电 常 数 为 
的 理想 介质 ， 电 容器 外 加 正弦 缓 变 电 压 и = U。coswt。(1) 求 介质 中 的 位 移 电流 密度 ; (2) 求 穿 过 半径 为 ~ 
(а<г<Ь) 的 圆柱 表面 的 总 位 移 电 流 ， 并 证 明 此 电流 等 于 电容 器 引线 中 的 传导 电流 。( 注 : 此 题 为 准 静态 
场 问题 。) 
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变化 的 电场 和 变化 的 磁场 之 间 存在 着 耦合 ， 这 种 耦合 以 波动 的 形式 存在 于 空间 ， 即 在 空 
间 有 电磁 场 的 传播 。 由 于 实际 空间 充满 了 各 种 不 同 电磁 特性 的 介质 ， 使 得 电磁 波 在 不 同 介质 
中 传播 表现 出 不 同 的 特性 ， 因 此 对 电磁 波 的 研究 是 无 线 通信 、 遥 感 、 目 标定 位 和 环境 监测 的 
基础 。 

本 章 从 电磁 场 波动 方程 出 发 ， 首 先 介绍 均匀 平面 电磁 波 的 概念 ， 然 后 分 别 讨论 无 界 和 有 
界 均匀 媒质 条 件 下 波动 方程 的 解 ， 进 而 分 析 均 匀 平面 电磁 波 的 传播 特性 ， 并 结合 工程 实例 介 
绍 平面 电磁 波 理论 的 应 用 。 


6.1 正弦 均 义 平面 电磁 波 


在 电磁 波 的 传播 过 程 中 ， 对 应 于 每 一 时 刻 :， 空 间 电磁 场 中 电场 E 或 磁场 具有 相同 相 
位 的 点 构成 的 面 称 为 等 相位 面 ， 或 波 阵 面 。 等 相位 面 的 形状 取决 于 激发 电磁 波 的 场 源 ， 如 电 
偶 极 子 产生 的 辐射 电磁 场 的 等 相位 面 在 离 偶 极 子 较 远 的 空间 可 视 为 球面 ， 其 电磁 波 可 看 做 球 
面 电磁 波 。 

等 相位 面 为 平面 的 电磁 波 称 为 平面 电磁 波 。 如 果 在 平面 电磁 波 的 等 相位 面 的 每 一 点 上 
电场 强度 均 相 同 ， 磁 场 强度 也 相同 ， 则 这 样 的 电磁 波 称 为 均匀 平面 电磁 波 (the uniform plane 
wave) 。 当 观察 点 远离 电磁 波 的 激励 源 且 讨 论 范围 限于 观察 点 附近 区 域 时 ， 可 以 将 实际 电磁 
波 的 等 相位 面 近似 看 做 平面 ， 且 该 平面 上 电场 强度 和 磁场 强度 的 振幅 可 近似 看 做 常量 。 事 实 
上 ， 实 际 存在 的 各 种 较 复杂 的 电磁 波 都 可 看 成 由 许多 均匀 平面 电磁 波 的 簿 加 而 成 ， 所 以 分 析 
平面 电磁 波 有 着 重要 的 实际 意义 。 

本 章 即 以 平面 电磁 波 为 例 分 析 正 弦 电 磁 波 在 无 界 和 有 界 媒质 中 的 传播 特性 ， 为 实际 工程 
电磁 波 应 用 提供 理论 基础 。 前 面 几 节 先 以 单一 方向 的 电场 、 磁 场 作为 特例 进行 分 析 ， 然 后 再 
讨论 任意 方向 分 布 的 一 般 情况 。 

设 以 电磁 波 的 传播 方向 作为 直角 坐标 系 的 = 坐标 方向 ， 由 于 电磁 波 的 电场 强度 Е 的 方 
向 、 磁 场 强度 吾 的 方向 和 电磁 波 的 传播 方向 e. 这 三 者 相互 垂直 ， 上 且 满 足 右手 螺旋 关系 ， 因 
此 将 电场 强度 与 磁场 强度 分 别 在 x、y 方向 分 解 ， 即 可 构成 图 6-la、b 所 示 的 两 种 形式 的 电 
磁 波 。 

分 量 E, ЖН, 构成 一 组 平面 波 ， 分 量 Е, 和 Н, 构成 另 一 组 平面 波 ， 即 
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a) Е-Е,0)е,, H=H, (2) еу b) Е-е, Н=Н, (чу-е) 


图 6-! 沿 z 方 向 传播 的 均匀 平面 电磁 波 
人 = E,(z)e, 人 = E,(z)e, 
H = Н,(2)е, (H = Н,(:)(-е,) 
由 均匀 平面 电磁 波 的 定义 可 知 ， 电 场 强度 、 磁 场 强度 均 为 空间 z 坐标 的 函数 ， 与 坐标 *、 
у 无 关 ， 或 者 说 电场 已 和 磁场 吾 都 与 波 的 传播 方向 相 垂直 ， 而 没有 与 波 传播 方向 相 平行 的 
分 量 ， 即 对 传播 方向 来 说 它们 是 横向 的 ， 这 样 的 电磁 波 称 为 横 电 磁 波 或 ТЕМ 波 (Transverse 
Electromagnetic Wave) 。 
图 6-1 中 两 组 分 量 波 彼此 独立 ， 传 播 规律 相似 ， 因 此 只 需 对 其 中 一 组 进行 分 析 即 可 。 本 
文 主要 以 第 一 种 由 分 量 E = E.(z)e, WH = Н, (2)е, 构成 的 平面 电磁 波 进行 分 析 ， 对 应 的 正 
弦 电 磁场 〈 时 谐 场 ) 无 源 情况 下 的 波动 方程 为 


А 


ЁТ «реН, - jopyH, = 0 


А (6-1) 
ФЕ „. o 
Чё wheE, - јорүЁ, = 0 


6.2 平面 电磁 波 在 无 限 大 理想 介质 中 的 传播 


6.2.1 一 维 波动 方程 的 解 及 其 物理 意义 


不 难看 出 ， 式 (61) 中 电场 强度 方程 与 磁场 强度 方程 形式 相同 ， 因 此 只 需 对 其 中 之 一 
进行 求解 即 可 。 以 电场 方程 为 例 ， 无 源 、 理 想 介质 (y =0) 中 正弦 均匀 平面 电磁 波 的 齐 次 
亡 姆 霍 兹 方程 为 一 维 二 阶 齐 次 常 微分 方程 


qr бае, = (62) 
定义 理想 介质 的 传播 常数 (wave number) 为 
k=w Ve (6-3) 


则 微分 方程 的 特征 根 与 传播 常数 的 关系 为 p,, = tjo дє = 土 这 ， 故 方程 式 (6-2) 的 
通 解 为 
Е, = Сүе” + Ce = Ce + Ce 


б 工程 电磁 场 与 电磁 波 基础 


р, G. С, 为 待定 系数 。 设 С, Сое, С, = Cwe*， 写 出 电场 强度 的 正弦 明 时 值 ， 有 
E,(z,t) = ViCiocos(wt - kz + ф,) + V2Cwcos(wt + kz + $,) 

= ViCweosw 1 e, %) + VECacoso 人 ， к ®) 

Sta aTa 

为 简化 表述 ， 不 考虑 正弦 量 的 初 相位 ， 并 代入 b= 一 


=, ЖЕКЕ, 有 
pe 


Е, = Сьсокој г = =) + VCacoso 人 : + +) 

了 

图 62 所 示 为 一 维 波动 方程 解 的 物理 意 
义 ， 图 中 ， 画 出 了 上 式 右 端 第 一 项 在 不 同时 
刻 电场 强度 Е, 的 波形 ， 可 见 ， 随 着 时 间 
的 增加 ， 波 形 向 电磁 波 的 传播 方向 ， 即 +z 
方向 平移 。 对 应 的 方程 表达 式 则 表示 电磁 波 
经 过 传播 时 间 4 = ЕНИП +z 方 向 的 电场 强 


度 的 瞬时 值 ;， 相 应 的 ， 方 程 右 端 第 二 项 则 为 
沿 -= 方向 传播 的 电磁 波 电 场 。 这 与 第 5 章 给 出 的 时 变 场 具有 的 滞后 性 的 结论 是 一 致 的 。 
6.2.2 理想 介质 中 的 正弦 均匀 平面 电磁 波 的 传播 特性 

若 空间 为 无 限 大 ， 则 只 有 单一 方向 的 电磁 波 存在 ， 设 为 +z 方向 ， 则 系数 C, =0。 待 定 
系数 С, 的 物理 意义 应 为 人 射 波 电场 强度 的 初始 相 量 ， 若 不 考虑 初 相位 则 为 有 效 值 ， 记 С, = 


Eo ， 其 中 上 标 “ + ”号 代表 电磁 波 沿 + z 方向 传播 ， 将 电场 强度 复 矢量 及 其 瞬时 值 分 别 写 
作 


Е,= Etcos(wt~kD 


图 6-2 一 维 波动 方程 解 的 物理 意义 


Е = Ее, = Еее, (6-4) 
Е(2,1) = JZE; cos(wt - kz)e, (6-5) 


磁场 强度 的 通 解 可 由 类 似 的 方法 求解 波动 方程 得 到 ， 也 可 将 已 求 得 的 电场 强度 复 矢量 代 
入 麦克 斯 书 第 二 方程 x Е = -jop H 求 得 为 


е, е, е, 
1 af дәб к. 
о О Е a NE 
E, 0 0 


由 此 可 得 电场 强度 相 量 与 磁场 强度 相 量 之 比 为 


Е. E ош [ш 


i, 


6-6 
E k ғ (66) 


令 系 数 
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= (6-7) 


可 见 刀具 有 阻抗 的 量 纲 ， 其 数值 取决 于 介质 的 磁 导 率 与 介 电 常数 ， 介 质 不 同 ， 两 者 的 
比值 就 不 同 。 或 者 说 介质 的 参数 即 决定 了 电场 强度 相 量 与 磁场 强度 相 量 的 比值 ， 因 此 称 系数 
站 为 介质 的 本 征 阻抗 (intrinsic impedance) ， 也 称 为 波 阻 抗 。 

在 理想 介质 中 本 征 阻抗 为 常数 ， 表 明 其 电场 强度 与 磁场 强度 同 相位 。 真 空 情况 下 的 本 征 


阻抗 值 为 
m= [= = 12070 ~ 3770 
Eo 


用 单位 坐标 矢量 es 表示 电磁 波 的 传播 方向 ， 有 е, = er xe,， 则 磁场 强度 复 矢量 与 电场 
强度 复 矢量 之 间 的 关系 可 由 式 (6-6) 写作 


H =Le, xE (6-8) 
т 
将 电场 强度 复 矢量 式 (6-4) RAI 6-8) ， 可 求 得 对 应 的 磁场 强度 瞬时 值 为 


2 cos(wt – kz) (6-9) 

观察 电场 强度 与 磁场 强度 瞬时 值 表 达 式 (6-5) 与 
式 (69) 可 见 ， 电 场 强度 与 磁场 强度 具有 相似 的 函数 
形式 ， 既 是 时 间 的 周期 函数 Cot 称 为 时 间 相 位 ) ， 又 
是 空间 坐标 的 周期 函数 (кг: 叫做 空间 相位 ， 所 以 传播 
常数 又 叫做 相位 常数 )， 两 者 的 幅 值 均 为 常数 不 变 ; 
电场 强度 与 磁场 强度 在 时 间 上 同 相 ， 即 $s = $y = 
=- 如， 显然 在 传播 过 程 中 两 者 总 是 同步 的 ， 即 同时 达 
到 极 值 ， 同 时 过 零点 。 理 想 介质 中 的 均匀 平面 电磁 波 “图 63 理 奶 介质 中 的 均匀 半 而 电 做 波 
的 传播 波形 如 图 6-3 所 示 。 

时 间 相 位 变化 2r 所 经 历 的 时 间 称 为 电磁 波 的 周期 ， 以 了 表示 ， 而 1s 内 相位 变化 2m 的 
次 数 称 为 频率 ， 以 了 表示。 那么 由 w7 =2 的 关系 式 ， 得 


H,(z,t) = 


w f 
考虑 到 一 般 媒质 相对 介 电 常数 都 大 于 1， 相 对 磁 导 率 近 似 于 1， 因 此， 理想 介质 中 均匀 
平面 电磁 波 的 相 速 通常 小 于 真空 中 的 光速 ， 即 


w w 1 1 с 


= 一 = а а 一 一 <e 


按照 正弦 周期 函数 的 意义 ， 空 间 相位 Ае 变化 2r 弧度 相当 于 一 个 全 波 ， 因 此 上 的 大 小 可 
以 衡量 一 个 波长 (2r KE) 内 具有 的 全 波 数目 ， 所 以 传播 常数 上 又 称 为 波 数 (wave num- 
ber) ， 即 


2. 
Ее К А: (6-10) 
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该 系数 反应 了 电磁 波 的 相位 随 空 间 位 置 变化 的 情况 。 在 同一 种 媒质 中 传播 的 电磁 波 ， 频 
率 越 高 ， 相 位 常数 越 大 ， 表 明 电磁 波 在 空间 上 相位 差 的 改变 量 就 越 大 。 例 如 ,， f=3 x 10“Hz 
的 电磁 波 在 真空 中 传播 时 ， 波 长 A = 100m， 相 位 常数 上 = rm/50rad/m， 这 样 的 波 在 1ст 空间 
范围 内 产生 的 相 移 为 0. 036" ， 这 在 一 般 情况 下 是 可 以 忽略 不 计 的 ; 若 频率 更 低 一 些 ， 如 工 
频 50Hz， 则 波长 A =6000km， 相 位 常数 上 = mr/3 x10-*rad/m， 此 时 ， 即 便 是 100m 的 范围 内 
相 移 也 只 有 0. 006"， 因 此 ， 在 低频 交流 电路 分 析 中 把 正弦 量 中 的 空间 相位 kz 忽略 掉 是 完全 
可 行 的 ， 如 电压 w = V2Ucos(wt - kz +p) 简化 为 上 = V2Ucos( wt +p) 。 但 是 ， 当 频率 提高 
到 6x10 Hz 时 ,波长 A =5em， 相 位 常数 上 =40mrad/m， 此 时 ， 波 在 Lem 空间 范围 内 产生 的 
相 移 将 高 达 72°! 显然 ， 这 样 大 的 相 移 就 不 允许 再 忽略 了 。 

此 外 


aszt- - 6-11 
S fme [me gea 
RP, А„ 是 频率 为 了 的 平面 电磁 波 在 真空 中 传播 时 的 波长 ，Ao = c/f。 

由 式 (6-11) 可 见 ， 平 面 电磁 波 在 媒质 中 传播 的 波长 小 于 在 真空 中 传播 的 波长 ， 这 种 现 
象 称 为 波长 缩短 效应 ， 或 简称 为 缩 波 效应 。 工 程 上 可 以 通过 电磁 波 波长 的 测量 间接 得 到 媒质 
的 特性 参数 。 

例 6-1 在 自由 空间 中 ， 某 电磁 波 的 波长 为 0. 15m， 当 该 电磁 波 进入 到 某 种 理想 电介质 
后 ， 波 长 变 为 0.08m。 设 上 =1， 试 求 介质 的 相对 介 电 常数 e, 及 在 该 电介质 中 的 波 速 。 

解 电磁 波 在 自由 空间 中 的 波长 为 


故 电磁 波 的 频率 为 


， 
f= Е 12 Hz = 2.0 х 10°Н: = 2000MHz 


而 介质 中 的 波长 为 A = 六 08m， 所 以 电介质 中 的 波 速 为 
v =0.08 xf = 0.08 х2 х 10°m/s = 1.6 х 10° m/s 
се к-дан айй 
e, = (с/ъ)* = (3 х 10*/1.6 х 10°)? = 3.52 

6.2.3 平面 电磁 波 的 能 量 密度 与 能 流 密度 

由 于 正弦 电磁 场 能 量 密度 的 周期 平均 值 等 于 电场 能 量 密度 与 磁场 能 量 密度 之 和 ， 因 此 有 

wu =w, +w = CE3 + ath) 
HR (6-6) RA, 有 


1, $ 
ш. = 7186 +и( Ve/hEo)’] = 2Е = 2ш, = 20, = w 
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可 见 ， 理 想 介质 中 ， 任 一 时 刻 电场 能 量 密度 和 磁场 能 量 密度 相等 ， 且 各 为 总 电磁 能 量 密 
度 的 一 半 。 


复 能 流 密度 矢量 为 
$ =ExH = Еее, хе zag (6-12) 
7 n 
R (6-12) 还 可 改写 为 
5 Ер EŞ sE? 
S =e, = e, = ——°—е, = vwe, 
n Ve Vhs 


这 说 明 在 理想 介质 中 电磁 波 能 量 流动 的 方向 与 波 传播 的 方向 一 致 ， 电 磁 波 能 量 流动 的 大 
小 等 于 电磁 场 总 能 量 密度 和 能 量 流动 速度 的 乘积 ， 即 人 射 波 中 电磁 能 量 以 与 波 传播 速度 相同 
的 速度 沿 波 的 前 进 方向 流动 。 

平均 功率 密度 为 


+2 


5. = Re[ S] = e, a (6-13) 
n 


可 见 ， 理 想 介质 中 电磁 波 的 平均 功率 密度 为 常数 ， 这 表明 与 传播 方向 垂直 的 所 有 平面 
上 ， 每 单位 面积 通过 的 平均 功率 都 相同 ， 电 磁 波 在 传播 过 程 中 没有 能 量 损失 〈 沿 传播 方向 
电磁 波 无 衰减 ) ， 因 此 理想 媒质 中 的 均匀 平面 电磁 波 是 等 振幅 波 。 

例 6-2 一 个 在 空气 中 沿 +z 方 向 传播 的 均匀 平面 电磁 波 ， 其 磁场 强度 的 瞬时 值 表达 式 为 

Н = 0.1cos(10*mt - kz)e,A/m 
Ж: (1) 系数 k; (2) 电场 强度 的 瞬时 值 表达 式 ; (3) 平均 坡 印 廷 矢量 。 
解 ”由 磁场 强度 的 瞬时 值 表达 式 可 知 

Н, = 0.1А/т, о = 10*mrad/s 
将 空气 近似 看 做 真空 ， 则 本 征 阻抗 为 mo = 120r， 因 此 有 


10*т т 
k = о Ve = dym = Trad/ 
о во = FIO = 3rad/m 


Е, = "Н, = 12nV/m = 37. 68V/m 
因此 电场 强度 的 瞬时 值 表 达 式 可 写 为 


Е = 37. 68 соз 10" - БАС 


由 公式 (6-13) 可 得 平均 坡 印 廷 矢量 
_ К „ Оти) 
m` 1207 

例 6-3 一 正弦 均匀 平面 电磁 波 在 各 向 同性 的 均匀 介质 中 沿 -z 方向 传播 ， 介质 的 特性 
参数 为 e, =4, р. =1,，y =0， 设 电场 沿 方向， 频率 为 100MHz。 当 :=0, z= -1/12m 时 ， 
电场 等 于 其 振幅 值 0“V/m。 求 : (1) 电场 和 磁场 的 瞬时 值 表达 式 E(z,t) 、H(z,t) ; 
(2) 电磁 波 的 波长 、 传 播 速度 。 

解 (1) 由 于 电场 幅 值 不 是 出 现在 :=0, z=0 时 ， 可 见 电场 强度 初 相 不 为 零 ， 以 余弦 
形式 写 出 电场 强度 表示 式 则 为 


Sa „У + A/m? = 1. 885e, V + A/m? 
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E,(z,t) = E,cos(wt + kz +) 
HERRA k 前 的 符号 。 由 已 知 条 件 得 
aedes 23у Vine: _2тх 1052 
с 3 x 10 
再 由 t=0, z= -1/12m 时 电场 等 于 其 振幅 值 ， 即 Е, =107 V/m 可 得 


E.( = 去 0) = 10% [ - $E E +p) V/m = 10<Vym 


rad/m = Trad/m 


Яй. фк = у» 


Т: 
MIRER n = F- оона анн, = * 10А, 再 由 电场 方向 6 


与 电磁 波 的 传播 方向 es = -e, 可 判断 磁场 的 方向 为 - ey 方向 ， 故 电场 和 磁场 的 瞬时 值 表达 
式 分 别 为 


E(z,t) = 10*cos( 27 x 10" + + Fhe V/m 


H(z,t) = - L eos(2 х 10% +47, +0) А/т 
; бт NT ук 


(2) 电磁 波 的 传播 速度 及 波长 分 别 为 


1 
= —— = — = 1.5 х10%ш/з 
Vpe Ме, 
2m 2m v 15x10" 
= | - “ш =1.5т RA = 2 = 22 m nS 
FE айе: 10* А 


例 6-4 一 均匀 平面 电磁 波 在 理想 介质 中 传播 ， 已 知 该 介质 的 相对 介 电 常数 为 16 ， 相 对 
磁 导 率 为 1， 波 的 电场 强度 瞬时 值 为 E = 2cos(wt - 2тх)е,У/т„ Ж: (1) 介质 的 本 征 阻 
抗 、 电 磁 波 的 频率 和 波长 ;(2) 磁场 强度 的 瞬时 值 ; (3) 复 坡 印 廷 矢量 。 

解 ” 本 例 给 出 的 电场 强度 表达 式 与 前 面 讨论 的 形式 不 同 ， 仔 细 观 察 不 难看 出 ， 电 场 是 坐 
标 x 与 时 间 4 的 函数 ， 因 此 平面 电磁 波 的 传播 方向 为 x 方向 ， 即 es =e,。 各 参数 的 计算 只 需 


代入 相应 公式 即 可 。 
/| 
7 = рв 4" = Jm 


(1) 介质 的 本 征 阻 抗 为 
由 式 (6-10), = (6-11) 及 k=2m， 可 求 得 


2 
A = 下 = Im 
eR 
2т vpe sme, 


(2) 电场 强度 复 矢量 可 写 为 


Е = Ve?™e, V/m 
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由 电场 强度 、 磁 场 强度 与 本 征 阻抗 之 间 的 关系 式 (6-8) 可 得 磁场 强度 复 矢量 为 


Й = ХЕ = EE хе, = 1.5 x 107e?™e, A/m 
л 30т 
对 应 的 磁场 强度 的 瞬时 值 为 
Н = 1.502 x 10°cos(1.5 х 108mt - 2тх)е,А/т 
(з) 复 坡 印 廷 矢量 为 
2. 


S =ЕхН` = Бетте, х оре", У + A/m? = 2.122 х 107, V + A/m? 
т 


y 


由 此 例 可 见 ， 均 匀 平 面 波 空间 各 个 波 阵 面 上 的 能 流 密度 相同 ， 因 此 ， 如 果 能 够 产生 这 样 
的 均匀 平面 电磁 波 且 在 空间 传播 出 去 的 话 ， 它 将 被 传播 到 无 穷 远 。 而 事实 上 ， 由 于 媒质 的 损 
耗 不 可 避免 ， 因 此 能 量 也 将 逐渐 消耗 ， 所 以 实际 上 的 电磁 波 一 定 会 逐渐 衰减 的 。 


6.3 平面 电磁 波 在 无 限 大 导电 媒质 中 的 传播 


导电 媒质 与 理想 介质 的 区 别 在 于 它 的 电导 率 不 为 零 。 因 此 只 要 有 电磁 波 存在 ， 就 必然 伴 
随 着 出 现 传导 电流 =yE， 此 时 电磁 波 将 产生 不 同 于 理想 介质 中 的 传播 特性 。 
6.3.1 导电 媒质 中 正弦 均匀 平面 电磁 波 的 传播 特性 

对 于 导电 媒质 中 的 正弦 均匀 平面 电磁 波 来 说 ， 电 场 强 度 的 复数 波动 方程 为 


ФЕ, Р РЕ 
ар * © HSE, - jupyE, = 
将 方程 改写 ， 有 
ФЕ, , 
pe = (6-14) 
其 中 ， 系 数 
s ДЕЕ 2 Я 
e, = (1 i2) (6-15) 


称 为 导电 媒质 的 复 介 电 常数 (complex permittivity) ， 或 称 为 等 效 介 电 常数 。 

对 比 式 (6-14) 与 理想 介质 中 的 波动 方程 式 (6-2) 可 见 ， 两 者 具有 相似 的 形式 ， 只 是 
Җ (6-14) 中 的 介 电 常数 为 复 介 电 常 数 e。 

仿照 理想 介质 中 电磁 波 的 传播 常数 的 定义 ,定义 导电 媒质 的 复 传播 常数 ( propagation 
constant) 为 

k, = w Ve (6-16) 
由 于 导电 媒质 中 е, 为 复数 ， 故 微分 方程 式 (6-14) 的 特征 根 p 也 一 定 是 复数 。 令 
Pi = jk. = јо ype, = а + jB 

RF, a В K 

相应 的 ， 将 理想 介质 中 正弦 均匀 平面 电磁 波 的 各 公式 中 的 介 电 常数 用 复 介 电 常数 e。 


(2 сазаззњазаа 


代 换 ， 即 可 得 出 无 限 大 导电 媒质 中 平面 电磁 波 的 各 相应 表达 式 。 其 中 电场 强度 复 矢量 为 
Е = Е{е”'"е, = Е}е”#ёе, = Ееее, (6-17) 
瞬时 形式 的 解 为 
E.(z,t) = /2Е}е `“соз(@н – Вг) (6-18) 
对 比 式 (6-18) 与 理想 介质 中 电场 强度 瞬时 值 表达 式 (6-5) 可 见 ， 导 电 媒 质 中 的 系数 
B 与 理想 介质 中 的 传播 常数 上 具有 相似 的 意义 ,都 代表 空间 相位 的 变化 率 ， 只 是 理想 介质 中 


a=0。 


由 已 求 得 的 电场 强度 复 矢量 代入 麦克 斯 韦 第 二 方程 Yx Е = – још Н 即 可 得 到 磁场 强度 
复 矢量 为 


е, е, е, 
н=-1 |0 о 二 |-j 工 到 。- 
jop s вш д: 了 
Е, 0 0 
定义 导电 媒质 的 本 征 阻抗 为 
ai е 
m = JE = ы” (6-19) 


这 与 理想 介质 中 本 征 阻 抗 的 形式 相似 ， 不 同 的 是 导电 媒质 中 的 本 征 阻抗 一 般 情况 下 也 为 
复数 (complex quantity) ， 由 此 可 得 


Е, Е 
ыы (6-20) 


显然， 电场 强度 与 磁场 强度 不 再 同 相位 。 用 单位 坐标 矢量 es 表示 电磁 波 的 传播 方向 ， 
有 es =es xen， 则 磁场 强度 复 矢 量 与 电场 强度 复 矢 量 之 间 的 关系 可 进一步 写作 


ыз - E, 
H = —e, x E = ewe, (6-21) 
n. In, 
由 此 写 出 入 射 波 磁场 瞬时 值 为 
УЗЕ; _ 
H,(z,t) = Tai? “cos(wt - Bz - ф) (6-22) 


由 电场 强度 时 域 表达 式 (6-18) 与 磁场 强度 时 
域 表达 式 6-22) 画 出 的 均匀 平面 电磁 波 在 导电 媒 
质 中 的 传播 波形 如 图 6-4 所 示 。 与 理想 介质 中 均匀 
平面 电磁 波 的 传播 对 比 ， 可 归纳 导电 媒质 中 正弦 均 | 
匀 平 面 电磁 波 的 传播 特点 如 下 : н, 5 сеецца е0) 
1) 电场 和 磁场 的 振幅 均 出 现 了 因子 se“ ， 这 表 
明 电磁 波 在 传播 进程 中 振幅 按 指数 规律 训 减 。 训 减 
的 快慢 取决 于 系数 a 的 大 小 ， 因 此 称 a 为 衰减 常数 


x4 Е‹=Еде-“оз(ш- pz) 


图 6-4 “导电 媒质 中 的 均匀 平面 电磁 波 
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(attenuation coefficient) ， 其 单位 为 奈 泊 每 米 ( Nepers per meter) (Np/m), 1Np/m =20lg e = 
8. 686dB/m, 

2) 电场 与 磁场 不 再 同 相 位 ,磁场 强度 的 相位 总 是 落后 于 电场 强度 Ф 角 。 相 位 改变 的 快 
慢 则 由 相位 常数 phase constant) B 决定 ， 单 位 为 弧度 每 米 (rad/m)。 

为 了 方便 记忆 、 比 较 理想 介质 与 导电 媒质 中 平面 电磁 波 的 传播 特性 ， 将 两 者 的 方程 、 主 
要 参数 等 列 在 表 6-1 中 ， 通 过 对 比 可 以 清晰 地 看 出 两 者 的 异同 。 


表 6-1 理想 介质 与 导电 媒质 中 的 平面 电磁 波 对 比 


理想 介质 中 的 平面 电磁 波 导电 媒质 中 的 平面 电磁 波 
н жеу 电导 率 yx0 
k 介 电 常数 e 为 常数 элик е, = (1 -j 之 ) 为 复数 
电场 波动 方程 ое #50, hem ~ LICA RTT 
波动 方程 的 特征 根 pzik=jo гании |. >=й, = +8 Ж 
本 征 阻抗 " т, low 为 复数 
电场 方程 通 解 
《 复 矢量 形式 ) Е =Е;е`#ёе,= ЕД} еее, 
电场 强度 与 磁场 ро бре T ERRE 
强度 关系 方程 Н 2х E 4, Web 
ийик чай Е,(гл) = (Е cost wt — k) E(z,t) нелени - вә 
强度 性 时 值 Н,(вз) = соон - la) Н,(гл) = Te eos(wt - В:-ф) 
n Га. 
чий. ED EIS REAA FAM ТЕ 
主要 传播 规律 чите ий ЖЕ чия зайени аа 
чия зшен Я 


将 式 (6-16) 展开 求解 可 以 得 到 


«= a 1+ (2 -1) (6-23) 
p=o 7| 1+ (2) +1) (6-24) 
导电 媒质 中 波 的 相 速 与 波长 分 别 为 
n2, 1 СИ 2л 
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由 上 述 表 达 式 可 见 ， 豪 减 常数 、 相 位 常数 、 本 征 阻抗 、 相 速 等 参数 除了 与 媒质 本 身 的 电 
导 率 、 磁 导 率 、 介 电 常 数 等 参数 有 关 以 外 ， 还 与 电磁 波 的 频率 密切 相关 。 在 导电 媒质 中 电磁 
波 的 相 速 小 于 相同 磁 导 率 、 介 电 常 数 的 理想 介质 中 电磁 波 的 相 速 ; 此 外 ， 在 同一 媒质 中 ， 不 
同 频率 的 电磁 波 的 传播 速度 及 波长 是 不 同 的 ， 它 们 都 是 频率 的 函数 。 

实际 的 电磁 波 信号 一 般 都 含有 多 个 频率 成 分 ， 各 个 不 同 频率 分 量 的 电磁 波 以 不 同 的 相 速 
传播 ， 经 过 一 段 距离 后 ， 各 频率 分 量 之 间 的 相位 关系 将 发 生变 化 ， 导 致 信号 失真 ， 这 种 现象 
称 为 色散 dispersion) 现象 。 因 此 ， 导 电 媒 质 是 色散 媒质 ( dispersive media) ， 理 想 介质 是 
非 色散 媒质 。 色 散会 引起 信号 传递 的 失真 ， 所 以 在 工程 实际 应 用 中 对 色散 现象 应 给 予 足够 的 
重视 。 

此 外 ， 含 有 多 个 频率 成 分 的 电磁 波 在 色散 媒质 中 传播 时 ， 电 磁 波 的 角速度 与 相 速 度 之 
比 不 再 是 线性 关系 。 这 时 如 果 仍 然 用 相 速 概念 描述 整个 信号 的 传播 速度 就 很 困难 ， 所 以 
定义 


к 


为 电磁 波 的 群 速 ， 用 于 表示 信号 能 量 的 传播 速度 。 群 速 及 其 与 之 相应 的 信号 调制 、 解 调 等 知 
识 请 见 相 关 专 业 书 籍 ， 这 里 不 作 过 多 介绍 。 


6.3.2 强 导 电 媒 质 中 的 电磁 波 
观察 复 介 电 常 数 、 误 减 常数 、 相 位 常数 、 本 征 阻抗 等 参数 会 发 现 它们 拥有 一 个 共同 的 因 
+1 由 第 5 章 对 传导 电流 与 位 移 电 流 的 讨论 ， 可 将 对 应 于 比值 之 = 1 的 频率 称 为 界限 频 


率 ， 它 是 划分 媒质 属于 良 导 体 与 不 良 导体 的 判 据 ， 因 此 ， 该 比值 的 大 小 实际 上 反映 了 传导 电 
流 与 位 移 电流 的 幅度 之 比 。 可 见 ， 非 理想 介质 中 以 位 移 电流 为 主 ， 良 导体 中 以 传导 电流 为 
主 。 


强 导 电 媒质 又 称 为 良 导体 ， 是 指 2>1 的 导电 媒质 。 由 此 特性 可 将 良 导 体 中 的 误 减 党 
数 、 相 位 常数 、 本 征 阻抗 、 相 速 和 波长 分 别 简化 为 


me ш ja, CRESES fou 25° 
=] У 2у у 
о 


IE 


VEEE ES TA ЕЕ 
В ошу 


上 述 公式 表明 ， 电 磁 波 在 良 导体 中 传播 时 电场 与 磁场 的 相位 差 近似 保持 为 45°。 此 外 ， 
衰减 常数 、 相 位 常数 与 媒质 的 电导 率 及 电磁 波 的 频率 的 二 次 方 根 近 似 成 正比 ， 故 高 频 电 磁 波 


第 6 章 正弦 平面 电磁 波 的 传播 2) 


衰减 常数 、 相 位 常数 与 媒质 的 电导 率 及 电磁 波 的 频率 的 二 次 方 根 近似 成 正比 ， 故 高 频 电 磁 波 
在 良 导 体 中 的 衰减 常数 变 得 非常 大 。 这 使 得 电场 强度 与 磁场 强度 的 振幅 发 生 急剧 衰减 ， 以 至 
于 电磁 波 无 法 进入 良 导体 深 处 ， 仅 集聚 存在 于 其 表面 附近 ， 这 种 现象 称 为 集 肤 效应 (skin 
effect) 。 

工程 上 定义 电场 强度 的 振幅 衰减 到 其 表面 处 振幅 e。” 的 深度 为 透 入 深度 〈 penetration 
depth) 或 集 肤 深 度 ， 以 6 表示 。 对 于 良 导 体 ， 有 


1 |2 


а (6-25) 
а Мону 


可 见 ， 透 和 深度 与 电磁 波 的 频率 了 及 媒质 的 磁 导 率 几 、 电 导 率 у 的 二 次 方 根 成 反比 。 比 
如 对 应 频率 为 0.05MHz、1 MHz, 3 x10*MHz В (у =5.8 x10°S/m) 的 透 入 深度 分 别 为 
29. 8mm, 0. 066mm，0. 00038mm， 这 说 明 ， 随 着 频率 的 升 高 ， 其 透 入 深度 将 急剧 地 减 小 。 
显然 ， 在 电气 装置 中 如 果 用 实心 的 铜 线 做 导 流 排 就 会 非常 浪费 ， 所 以 一 般 都 采用 中 空 的 管状 
结构 的 设计 来 实现 ， 同 时 这 种 中 空 结构 还 可 进行 冷 循环 降温 ， 一 举 两 得 。 

此 外 ,还 可 得 到 良 导 体 中 电磁 波 的 波长 和 波 速 分 别 为 

А = 2m5, v, = wô 

比如 ，50Hz 的 电磁 波 在 铜 导体 中 传播 时 ， 波 长 和 波 速 分 别 为 5.87cm 和 2. 94m/s， 这 个 
速度 比 一 般 成 人 跑步 的 速度 还 要 慢 些 。 大 家 已 经 知道 ， 同 样 的 电磁 波 如 果 在 空气 中 传播 ， 波 
长 为 6000km， 波 速 则 为 光速 。 

家 用 微波 炉 的 工作 频率 通常 在 2.5GHz 左右 范围 ， 而 一 般 的 食物 中 都 含有 一 定量 的 水 
份 ,电磁波 在 这 类 食物 中 的 透 入 深度 可 达 З ~6cm， 这 个 厚度 对 于 一 般 大 小 的 食物 而 言 可 以 
近似 认为 电磁 波 均 匀 分 布 ， 因 此 食物 在 微波 作用 下 可 以 被 迅速 、 均 匀 的 加 热 。 

本 书 在 第 3 章 就 曾经 给 出 理想 导体 内 不 可 能 存在 电场 的 结论 。 通 过 本 节 的 讨论 可 知 ， 若 
导体 为 理想 导体 ， 即 уо, Д ЛЖИ 5-0。 由 此 可 以 证 实 ， 电 磁 波 是 无 法 进入 理想 导体 
内 部 的 ， 也 就 是 说 ， 理 想 导体 内 部 的 电场 、 磁 场 均 为 零 ， 电 磁 波 只 能 沿 其 表面 传播 。 

例 6-5 已 知 向 +z 方 向 传播 的 均匀 平面 电磁 波 的 频率 为 2MHz， 电 场 强度 为 x 方 向 ， 其 
有 效 值 为 100V/m。 设 电磁 波 在 海水 中 传播 ， 海 水 的 电磁 特性 参数 为 es, =80, ш =1, у= 
4S/m。(1) 求 该 平面 电磁 波 在 海水 中 的 相位 常数 、 衰 减 常数 、 相 速 、 波 长 、 本 征 阻抗 和 透 
入 深度 ;(2) 设 电场 在 z = 0 处 的 初 相位 为 零 ， 试 写 出 电场 强度 和 磁场 强度 的 瞬时 值 表 达 
式 。 

解 (1) 先 判 断 海水 在 2MHz 频率 下 的 导电 性 能 。 由 于 

2-- 4 -4o>l 


OE дт х 10% x x 10° x80 
36r 


因此 可 将 海水 视 为 良 导体 ， 将 各 参数 代入 相应 公式 可 得 衰减 常数 与 相位 常数 为 


А. 10° х 4: 107 х4 
angu |88 - [т^ х4тх107 x4 4т 5 б) 
2 2 5 


即 ， 豪 碱 常数 a =5. 62Np/m， 相 位 常数 B=5. 62rad/m。 本 征 阻抗 为 
т. - J” LA。 = [= „ат x107 45° 0 = 1.987 45° 0 
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相 速 和 波长 分 别 为 
RS A 
В 4m/ f5 
Ae ес Жетүү 
В 4m f5 
透 人 深度 为 
poi efa се ү 
а 4т 
(2) 根据 上 述 结果 可 以 写 出 电场 强度 及 磁场 强度 的 瞬时 值 分 别 为 
Е(2,1) = 100 (е5 cos(4™ х 10% - 5. 62z)e,V/m 


H(z,t) = 71.18 Ze% “cos(4m х 10° - 5. 62: - 45°)е,А/т 
由 此 例 可 见 ， 频 率 为 2MHz 的 电磁 波 在 海水 中 被 强烈 地 衰减 ， 因 此 位 于 海水 中 的 潜艇 之 
间 不 可 能 通过 海水 中 的 高 频 直接 波 进行 无 线 通 信 ， 必 须 降低 通信 频率 。 如 频率 为 50Hz 时 ， 
可 计算 得 透 入 深度 为 35. 6m。 显 然 这 个 距离 对 于 深水 潜艇 而 言 也 是 远 远 不 够 的 ， 必 须 采 用 更 
低 的 通信 频率 ， 或 者 将 其 收发 天 线 移 至 海水 表面 附近 ， 利 用 海水 表面 的 导 波 作用 形成 的 表面 
波 ( 见 本 章 例 6-16) ， 或 者 利用 电离 层 对 于 电磁 波 的 “反射 ”作用 形成 的 反射 波 作为 传输 媒 
体 实现 无 线 通 信 。 
例 6-6 证 明 均 匀 平 面 电 磁 波 在 良 导 体 中 传播 时 ， 每 波长 内 场 强 的 衰减 约 为 55dB。 
证 明 ” 设 均匀 平面 电磁 波 的 电场 强度 相 量 为 
Е = Еее, = Ееее, 
因此 :=z +A 处 的 电场 强度 与 z=z 处 的 电场 强度 振幅 比 为 
Е, |а Еее" 
El „РЕ;е 
ТАНЕ amg, An E, ИЯ 


Е, | 


= еа 


Вр 


Е, |. 
201g 一 = 20lge-2 = – 54. 5754В 


电磁 屏蔽 正 是 利用 电磁 波 在 良 导体 中 迅速 衰减 这 一 传播 特性 原理 实现 的 。 由 此 例 可 知 ， 
若 以 波长 A =2m5 作为 屏蔽 装置 的 厚度 ， 就 可 以 实现 对 电磁 波 比较 彻底 的 屏蔽 ， 所 以 工程 上 
一 般 情 况 下 都 将 一 个 波长 作为 设计 屏蔽 层 厚 度 的 依据 。 


6.3.3 弱 导 电 媒 质 中 的 电磁 波 


对 应 于 之 <1 的 导电 媒质 称 为 弱 导 电 媒 质 ， 或 称 为 低 损耗 介质 。 利 用 二 项 式 展开 公式 可 


жеж кш=шзшинкш 2) 


有 ТЕ (2 F 由 此 可 将 衰减 常数 、 相 位 常数 和 本 征 阻抗 分 别 简化 为 
ЕЕРЕЕ 
В= – 01.12) +1] == уде 
n= E = [Ё 
<(1-j 之 ) ы 


可 见 低 损耗 介质 中 电磁 波 的 相位 常数 、 本 征 阻抗 与 理想 介质 中 电磁 波 的 相位 常数 ， 本 征 
阻抗 表达 式 近似 相同 。 这 表明 ， 低 损耗 介质 中 电场 强度 与 磁场 强度 除了 幅 值 有 衰减 外 ， 其 余 
特性 与 理想 介质 中 的 电磁 波 的 传播 特性 类 似 。 与 强 导电 媒质 相 比 ， 由 于 低 损耗 介质 的 电导 率 
у 较 小 ， 故 其 振幅 的 衰减 比 良 导体 中 的 衰减 相对 慢 一 些 。 或 者 说 ， 低 损耗 介质 中 电磁 波 的 透 
人 深度 比较 大 ， 电 磁 波 可 以 相对 容易 地 透 和 人 到 媒质 内 部 传播 出 去 。 


6.3.4 导电 媒质 中 正弦 均匀 平面 电磁 波 的 能 量 


复 能 流 密度 矢量 为 
S =ЕхН' = Ееее, х = еее, = = те. (6-26) 
п. п. 
坡 印 亭 矢 量 的 平均 值 为 
。 o ЕЗ 
Sa = Re[E x H°] = ecosge, 


Inl 
因为 电场 强度 与 磁场 强度 的 相位 不 同 ， 复 能 流 密度 的 实 部 及 虚 部 均 不 为 零 ， 这 就 意味 着 
平面 波 在 导电 媒质 中 传播 时 ， 既 有 单 向 流动 的 能 量 传播 ， 又 有 来 回流 动 的 能 量 交换 。 而 且 由 
于 a 关 0， 故 电磁 波 在 前 进 过 程 中 能 量 不 断 损 耗 ， 这 表现 为 场 量 振幅 的 减 小 ， 而 损耗 的 原因 
则 是 由 于 传导 电流 所 导致 的 焦耳 热 。 
此 外 ， 对 于 良 导体 ， 由 于 电导 率 y 很 大 ， 电 磁 波 的 相 速 、 波 长 、 本 征 阻抗 的 值 都 较 小 ， 
故 电场 能 量 密度 远 小 于 磁场 能 量 密度 ， 即 


0. Е _ «ааг 
w, ШР ИБ шы) „= 


ннн жакала: иинин, 故 ， 良 
导体 中 的 磁场 能 量 密度 总 是 大 于 电场 能 量 密度 ， 这 与 理想 介质 中 能 流 密度 的 分 布 规律 是 不 同 
的 。 


64 平面 电磁 波 的 极 化 


在 前 面 的 讨论 中 ， 只 针对 沿 z 方向 传播 的 均匀 平面 电磁 波 中 电场 仅 含有 一 个 方向 分 量 的 
特殊 情况 进行 了 分 析 。 实 际 上 ， 在 垂直 于 传播 方向 的 平面 内 ， 电 场 既 可 以 有 x 方 向 分 量 ， 也 
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可 以 有 y 方 向 分 量 ， 而 且 合成 电场 的 方向 也 可 能 是 变化 的 ， 因 此 需要 对 一 般 情 况 作 进 一 步 分 
析 。 

在 通信 工程 中 ， 常 采用 波 的 极 化 (wave polarization) 来 描述 正弦 平面 电磁 波 中 电场 强度 
的 组 成 情况 。 波 的 极 化 是 通过 电场 强度 矢量 的 末端 端点 随时 间 变 化 时 在 等 相位 面 上 投影 的 轨 
迹 来 描述 的 。 其 轨迹 形状 可 以 是 直线 、 圆 和 椭圆 等 形状 ， 因 此 通常 根据 其 轨迹 分 为 直线 极 
化 、 圆 极 化 、 椭 圆 极 化 等 三 种 类 型 。 

电磁 波 的 极 化 方式 由 辐射 源 〈 如 天 线 ) 的 性 质 决 定 。 其 极 化 特性 反映 了 同 频率 、 沿 相 
同方 向 传播 的 若干 个 正弦 平面 电磁 波 的 电场 强度 的 相位 和 量 值 之 间 的 不 同 关系 。 

不 同 极 化 方式 的 电磁 波 的 传播 特性 是 不 同 的 ， 作 为 信息 传送 与 接收 的 双方 都 应 掌握 其 规 
律 才 能 有 效 的 控制 和 利用 。 例 如 某 地 面 雷 达 装 置 向 空中 发 出 了 右 旋 圆 极 化 电磁 波 ， 如 果 该 电 
磁 波 遇 到 某 种 介质 反射 回来 ， 反 射 后 的 电磁 波 就 可 能 转化 为 左旋 圆 或 椭圆 的 极 化 电磁 波 
( 详 见 本 章 例 6-10 、 例 6-16) ， 此 时 如 果 接 收 装置 仍 按照 右 旋 圆 极 化 电磁 波 的 特性 去 接收 就 
必定 会 造成 失误 。 所 以 工程 实际 上 ， 波 的 极 化 理论 被 广泛 地 应 用 于 分 析 电 磁 波 在 自由 空间 及 
有 限 空间 内 的 传播 特性 、 天 线 的 设计 与 制作 等 相关 问题 中 。 


6.4.1 直线 极 化 
设 均匀 平面 电磁 波 沿 + z 方向 传播 ， ra z ү 


若 电场 仅 含 x 方向 分 量 ， 如 Erit 7 ' 
Е(2,1) = Emcos(wt -Bz + у, )е, A ba ШШ ы! 8y 
ШЕЕ 2 轴 的 等 相位 面 (观察 J ly ai 


ШЇ) 上 电场 强度 矢量 端点 的 轨迹 总 在 Хх OS 
轴 上 ， 如 图 6-5 所 示 。 因 此 该 电磁 波 是 x ы 


方向 的 直线 极 化 波 。 РЗ 
显然 ， 任 一 单一 方向 的 电场 都 是 线 观察 面 z=const 
极 化 〈lineany polarized) 的 。 mos 直线 极 化 波 


一 般 情 况 下 ， 直 角 坐 标 系 下 的 电场 可 以 表示 为 两 个 相同 频率 、 不 同 相位 的 分 量 的 番 加 ， 

如 
E(z,t) = Escos(wt – Вг + у, )е, + Ecos(wt – Bz + y,)e, 

由 于 空间 任意 点 处 电场 随时 间 的 变化 规律 相同 ， 故 选取 z = 0 的 等 相位 面 作为 观察 面 ， 

Эй =y, -小 ,， 规 定 其 取 值 范围 为 0< | 少 | 生 r， 则 可 将 电场 写 为 以 下 更 简化 的 形式 : 
E(t) = E „соѕахе, + Escos(wt + у)е, 

Б, щу =0 у= +тї{, 电场 强度 的 两 个 分 量 E, 与 Е, 相位 相同 或 相反 ， 则 合成 

场 强 的 幅 值 为 
EG) = JEO) + Ет) = JE, + Е! созш 
HR EC) 的 方向 与 x 轴 的 夹 角 为 


EW En 
这 说 明 E(:) 的 取向 与 < 轴 的 夹 角 始终 保持 不 变 ， 而 其 幅 值 随时 间作 正弦 变化 ， 即 E(1) 
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矢量 末端 随时 间 变 化 的 轨迹 为 XOY 坐标 面 内 一 、 三 象限 或 二 、 四 象限 的 直线 ， 仍 然 为 线 极 
化 波 。 


6.4.2 ШЕЕ 
若 电 场 的 两 个 分 量 幅 值 相等 ， 而 且 相 位 差 为 99"， 即 


Em = En = En, фф, -ф, =+ 


ю|а 


则 有 
E(z,t) = E„cos(wt + В:)е, + E„sin(wt + :)е, 
其 合成 电场 的 大 小 为 
Е = JE, + Е, = Е, = const 


仍 设 合成 电场 与 x 轴 的 夹 角 为 6， 则 有 
tang = чар = + tan(wt - Bz) 


即 
0 =F (wt - В) 
可 见 合成 电场 的 大 小 不 随时 间 变 化 ， 但 方向 却 随时 间 以 角 频 率 w 改变 ， 即 合成 电场 矢 
量 的 端点 在 一 圆周 上 并 以 角速度 w 旋转 ， 故 称 为 圆 极 化 〈cireular polarized) 。 


6.4.3 MARE 


在 一 般 情况 下 ， 若 电场 的 两 个 分 量 的 幅 值 不 等 ,或 者 初 相 之 差 为 wz#0、y #* + т/2 
ше + 的 任意 值 ， 则 构成 椭圆 极 化 (elliptically polarized) 。 

可 以 证 明 ， 直 线 极 化 波 和 贺 极 化 波 都 可 看 成 是 椭 贺 极 化 波 的 特例 。 或 者 说 ， 任 一 椭圆 极 
化 波 都 可 分 解 为 若干 组 直线 极 化 波 和 国 极 化 波 的 全 加 。 


6.4.4” 极 化 旋转 方向 的 判断 方法 


1. 电磁 波 极 化 的 时 域 判断 方法 
总 结 上 述 分 析 列 出 判断 电磁 波 极 化 的 时 域 分 类 方法 如 下 : 
对 于 电场 强度 矢量 

E(z,t) = Escos(wt – Вг)е, + Escos(wt – Bz + ф)е, 
EWE E, =0、E, =0、y =0、y = + 条 件 之 一 ， 即 为 线 极 化 ; 
ЖЕ. =Е.Н у= +т/2, ШИНИ; 


ЖЕ, Е, 关 0， 或 相位 差 为 yz#0、 > жое йр, T 
Фэ кт/2, p> + 的 任意 角度 ， 则 为 椭 ж Тук 
圆 极 化 。 o Ni z f E A \ > 


/ 
і 

对 于 贺 极 化 和 椭圆 极 化 ， 对 应 不 同 的 » se ЕЛ, 

相位 差 电场 矢量 的 端点 旋转 方向 一 定 有 两 м 


种 情况 ， 即 左旋 圆 极 化 〈L с.р) AARE 图 6-6 Хер 
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极 化 〈r c. p)， 或 者 左旋 椭圆 极 化 (1 e p) 和 右 旋 椭圆 极 化 (r. e. p) 。 现 规定 : 

沿 着 电磁 波 的 传播 方向 观察 ， 电 场 的 旋转 方向 为 顺 时 针 的 称 为 右 旋 ， 为 逆 时 针 的 称 为 左 
旋 图 6-6 所 示 的 圆 极 化 波 即 为 右 旋 圆 极 化 波 。 

与 上 述 规定 相对 应 的 ， 电 场 的 * 分 量 超前 у 分 量 时 ， 为 右 旋 ; 反之 ， 当 电场 的 x 分 量 滞 
后 y 分 量 时 ， 为 左旋 。 

一 般 情 况 下 ， 对 于 任意 两 个 相同 频率 、 不 同 相位 的 分 量 构成 的 电场 ， 其 电磁 波 的 绕 行 方 
向 对 应 于 由 超前 的 电场 强度 分 量 向 滞后 的 电场 强度 分 量 旋转 的 方向 。 

若 用 esaw 表 示 超 前 的 电场 强度 分 量 的 方向 ， 用 eess 表 示 滞 后 的 电场 强度 分 量 的 方向 ， 
则 两 者 与 电磁 波 传播 方向 的 单位 矢量 es 之 间 符 合 

tag = (6-27) 

由 此 公式 ， 即 可 得 到 判断 电磁 波 的 旋转 方向 的 时 域 左 右手 法 则 : 用 拇指 指向 电磁 波 的 传 
播 方向 四 指 由 超前 的 电场 强度 分 量 向 滞后 的 电场 强度 分 量 旋转 ， 满 足 右手 关系 的 为 右 旋 极 
化 满足 左手 关系 的 为 左旋 极 化 。 当 然 四 指 的 绕 行 角度 必须 小 于 180"， 以 下 类 同 。 

2. 电磁 波 极 化 的 工程 判断 方法 

除了 由 电场 强度 瞬时 值 判 断 极 化 旋转 方向 的 时 域 方法 外 ， 也 可 直接 利用 电场 强度 复 矢量 的 


实 部 与 虚 部 之 间 的 对 应 关系 进行 判断 。 将 电场 强度 复 矢量 忆 (z) = ГЕ, (20е, + Ё, (2) е, Je” & 
分 量 分 解 为 实 部 与 虚 部 ， 有 


Elz) = Eaz) +jEa(z), E,(z) = En(z) +jEn(z) 
代入 电场 强度 复 矢量 并 重新 整理 有 


E(z) = (СЕ (2)е, + Ea(z)e,] + ЈЕ, (2)е, + Е (z)e,]} e” 
即 


E(2) = [Е,(2) +}Е,(г)]е#® 
对 应 前 面 的 分 析 ， 可 将 电磁 波 极 化 的 工程 判断 方法 总 结 如 下 : 
ЖЕ, (г) = 0 或 E(z) = 0 或 二 者 相互 平行 ， 则 为 线 极 化 
若 Ba(z) * E,(z) = 0( 即 二 者 相互 垂直 ) H Erl) = E,(z) ， 为 圆 极 化 ; 
车 En(z) + Elz) #0 Е, (2) 天 局 (z) ,为 椭圆 极 化 。 
可 以 证 明 ， 与 时 域 电磁 波 极 化 旋转 方向 判断 方法 等 价 的 工程 左右 手法 则 为 : 拇指 指向 电 
磁 波 的 传播 方向 ， 四 指 由 虚 部 矢量 E, 方向 向 实 部 矢量 Е, 方向 旋转 ， 满 足 右手 关系 时 为 右 施 
ВИЕ. 满足 左手 关系 时 为 左旋 极 化 ” 即 电场 强度 复 矢量 的 虚 部 单位 矢量 em 与 实 部 单位 矢量 
es 及 电磁 波 传播 方向 的 单位 矢量 es 之 间 符合 
en x er, = e、 (6-28) 
例 6-7 ”根据 下 列 电场 表示 式 判断 它们 所 表征 的 电磁 波 的 极 化 形式 。 : 


(1) Elz) = j Eue-ee。 + }Е„е”#е, 
(2) E(z,t) = E„sin(wt + Вг)е, + Escos(wt + Вг)е, 


(3) E(z) = Epee, — ЈЕ,е ёе, 
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(4) EG) = [(2 -j3)e. + (3 -}2)е,]е” 

解 (1) 由 于 Er(z) = 0 ， 故 电磁 波 为 线 极 化 波 。 

(2) 电场 符合 Em = 已。 且 消 = m/2， 故 为 圆 极 化 。 

注意 电场 强度 表达 式 中 相位 为 +Bz， 这 意味 着 电磁 波 的 传播 方向 为 -z 方 向， 因此 ， 应 
用 左 、 右 手法 则 判断 极 化 方向 时 拇指 的 方向 应 为 -= 方向。 由 于 电场 x 方向 分 量 落后 于 7 27 
向 分 量 ， 且 传播 方向 为 -z 方 向 ， 故 圆 极 化 波 的 旋转 方向 为 右 旋 。 

(3) 很 明显 可 以 看 出 

En(z) = Eoe.,E(z) = Е„(-е,) 

两 者 满足 Ba(z) L Ei(z) 且 En(z) = Ei(z) 的 关系 , 故 7 
为 圆 极 化 。 

画 出 电场 强度 的 实 部 、 虚 部 相 量 及 电磁 波 传播 方向 ， Е 
如 图 6-7a 所 示 ， 由 ea хе, = es Ж ДГ А 
波 为 右 旋 圆 极 化 波 。 

(4) 将 表达 式 重新 整理 ， 有 

Е. (2) = 2e, + 3e,,E,(z) = – Зе, – 2e, 146-7 (116-7 14 

画 出 电场 强度 的 实 部 、 虚 部 相 量 及 电磁 波 传播 方向 ， 如 图 6-7b HR, B Erl) = 
Ei(z) ,但 En(z)* E,(z) 和 0 ， 即 两 者 不 垂直 ， 故 为 椭圆 极 化 。 

注意 es = -e,， 由 左 、 右 手法 则 可 判断 电磁 波 为 右 旋 椭 贺 极 化 。 

例 6-8 已 知 某 椭圆 极 化 电磁 波 的 电场 为 


Е = (Be, +jb,e,)e 
试 证 明 该 电磁 波 可 分 解 为 两 个 旋 向 相反 的 圆 极 化 波 。 
证 叫 ， 设 左旋 和 右 旋 圆 极 化 波 分 别 为 


А = Еее, + jE, e е, 


р) 


Е, = Ee Ye, – jE,e ёе, 


按照 题 意 应 有 已, + Е, = Е, HAKUWA 
jth =E, 
Е, -5 =E, 
mZ, 有 
E, +E, Е, – Е; 
ч 2 sb = 2 
因此 ， 只 要 按照 上 述 公式 即 可 将 任 一 椭圆 极 化 电磁 波 分 解 为 两 个 旋 向 相反 的 贺 极 化 波 。 
此 外 ， 还 可 证 明 ， 任 一 直线 极 化 电磁 波 都 可 分 解 为 两 个 旋 向 相反 的 圆 极 化 波 。 请 读者 自 
行 完成 该 证 明 过 程 。 
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实际 上 ， 传 播 电磁 波 的 媒质 不 可 能 总 是 单一 、 无 限 大 的 ， 因 此 需要 研究 在 不 同 媒质 分 界 
面 处 电磁 波 的 传播 特性 。 

电磁 波 从 一 种 媒质 传播 入 射 (incident) 到 另 一 种 媒质 时 ， 一 部 分 能 量 穿 过 边界 透 人 
(或 称 折射 ) 到 第 二 种 媒质 内 部 继续 传播 ， 形 成 透射 波 (transmitted wave) ， 又 称 为 折射 波 
(refracted wave); 一 部 分 能 量 被 边界 反射 回 到 第 一 种 媒质 中 ， 形 成 反射 波 (reflected wave) 。 
这 与 光线 遇 到 媒质 时 的 状态 类 似 ， 称 之 为 电磁 波 在 两 种 媒质 的 边界 上 发 生 了 反射 和 透射 现 
象 。 对 应 的 人 射流、 反射 小 和 透射 波 变量 分 别 用 下 标 ij、r、t 加 以 区 分 。 

当 平 面 电 磁 波 的 入 射 方向 和 两 种 媒质 分 界面 相 垂直 时 ， 称 为 垂直 入 射 或 正 入 射 (normal 
incidence) 。 本 书 仍然 以 均匀 平面 电磁 波 为 例 进行 分 析 ， 故 假设 分 界面 为 无 限 大 平面 。 


6.5.1 介质 与 理想 导体 表面 的 垂直 入 射 


设 平面 波 沿 +z 方 向 从 理想 介质 《 设 为 介质 1) 垂直 入射 到 半 无 限 大 理想 导体 〈 设 为 介 
质 2) ， 介 质 分 界面 为 <0: 平 面 。 由 于 理想 导体 内 电场 、 磁 场 均 为 aen 
零 ， 即 电磁 波 无 法 进入 导体 内 部 ， 因 此 人 射 波 在 导体 表面 全 部 被 7-0 
反射 回来 , 如 图 6-8 所 示 。 Л 
ЗЕЛЕНА НОТА х ГЫ, ЧИА ЕГ, ж МӨТ 
想 介质 中 电磁 波 不 衰减 ， 即 a =0， 相 位 常数 为 8， 则 入射 波 电场 aR 


Е,-0 


复 矢量 为 ni EB 
È, = Еее, "ЖООШУ 
假设 反射 波 电场 与 人 射 波 电场 同方 向 ， 其 复 矢量 为 
Е, = Есейе, 
则 介质 1 中 的 合成 波 电场 为 
È, = E, +E, = Еее, + Еее, 
由 介质 分 界面 边界 条 件 e, (Е, - Е.) |,.。=0 Ж E, =0 T49 E; = -E+ ,这 说 明 反射 


波 电场 的 有 效 值 与 人 射 波 电场 的 有 效 值 相等 ， 但 两 者 相位 相差 180*， 或 者 说 反射 波 电场 与 
人 射 波 电场 方向 相反 ， 沿 -z 方 向 ， 即 
Е, =- Еѓеёе, 
故 合成 波 电场 的 复 矢量 为 
E, = E, +È, = Еее, -Ereme。 = – j2E} sinpze, (6-29) 
注意 ， 此 时 合成 波 电场 的 复 矢 量 表达 式 中 已 经 没有 了 e* 关 因子 ， 这 表明 合成 波 不 再 具有 
波动 性 。 其 瞬时 值 为 
Е, = 2 JE} singzsinwte, (6-30) 
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ин -= x È 可 求 得 入射 波 和 反射 波 磁场 分 别 为 


H = xE, = Ево, H, = 1 (-е,) ХЕ, = = е, 
7 n 7 7 
故 合成 波 磁场 的 复 矢 量 为 
H, = H, +H, = 2E sons; (6-31) 
7 
其 瞬时 值 为 
22Е; 
Н, = ——cosBzcoswte, (6-32) 
n 


H (6-30), Җ (6-32) 分 别 画 出 空间 平 
面 合成 波 电场 与 磁场 分 布 示意 图 如 图 6-9 所 示 。 
观察 其 波形 及 瞬时 值 表达 式 ， 可 将 平面 电磁 波 
由 理想 介质 垂直 人 射 到 理想 导体 表面 反射 后 介 
质 中 的 合成 波 的 特点 总 结 为 三 个 “90*” 的 特性 
ШЕ: 

1) 在 方向 上 ， 电 场 与 磁场 相互 垂直 (н 
差 90") ， 且 垂直 于 电磁 波 的 传播 方向 。 

2) 在 时 间 上 ， 电 场 与 磁场 的 时 间 相位 互 差 А 
90°, е 4 -4 

3) 在 空间 上 ， 沿 着 电磁 波 的 传播 轴 ， 电 场 磁场 强度 合成 
与 磁场 的 空间 相位 互 差 90°。 图 69 空间 平面 合成 波 电场 与 役 场 分 布 示意 内 

其 中 ， 第 一 个 特点 很 容易 由 关系 式 


er Xey = е, хе, = е, = е; 


得 到 。 

时 间 相 位 与 空间 相位 之 间 的 对 应 关系 可 分 析 如 下 : 

在 时 间 上 ， 电 场 和 磁场 都 随时 间作 正弦 变化 ， 分 别 为 sinwt 和 coswt， 可 见 两 者 的 时 间 相 
位 互 差 90" 恒 定 不 变 。 

在 空间 上 ， 电 场 强度 与 磁场 强度 的 幅 值 分 别 为 2V2Ei singz 与 (2V2Ei /т) cosBz， 可 见 
两 者 的 空间 相位 互 差 90°。 

但 电场 和 磁场 的 瞬时 值 表达 式 中 不 存在 +-z/v 因子 ， 这 说 明 空 间 各 点 的 场 量 以 不 同 的 振 
幅 随时 间作 正弦 振动 ， 而 沿 +z 轴 方 向 没有 波 的 移动 ， 即 合成 波 不 存在 波动 性 。 

这 说 明和 人 射流 和 反射 波 合成 的 结果 没有 向 前 移动 ， 只 是 在 原 地 振荡 。 称 这 种 波 为 驻 波 
(standing wave) 。 

由 电场 与 磁场 的 幅 值 表达 式 还 可 看 到 ， 在 任意 时 刻 ， 合 成 电场 和 磁场 都 在 距 理想 导体 表 
面 的 某 些 位 置 有 零 或 最 大 值 。 其 中 : 

电场 的 零 值 和 磁场 的 最 大 值 发 生 在 应 = -nm 或 = -nA/2 (其 中 n = 0，1，2，…) 
处 ， 这 些 点 称 为 电场 强度 的 波 节点 或 磁场 强度 的 波 腹 点 。 


(С =аваачашижа 


电场 的 最 大 值 和 磁场 的 零 值 发 生 在 应 = - (2п+1) m2 或 z= - (2п+1) А/4 (其 中 
п = 0，1，2，…) 处 ， 这 些 点 称 为 电场 强度 的 波 腹 点 或 磁场 强度 的 波 节点 。 

可 见 ， 电 场 (或 磁场 ) 的 相 邻 波 节点 间 的 距离 为 M2， 相 邻 波 腹 点 间距 离 也 是 和 /2, 但 
波 节点 和 相 邻 的 波 腹 点 之 间 的 距离 为 A/4。 磁 场 的 波 节点 恰 与 电场 的 波 腹 点 相 重 合 ， 而 电场 
的 波 节点 恰 是 磁场 的 波 腹 点 ， 说 明 电场 和 磁场 在 空间 上 错开 了 A 和 /4， 这 与 前 面 得 到 的 相位 上 
相差 90° 的 结论 是 一 致 的 。 此 时 ， 能 量 不 能 通过 波 节 传递 ， 所 以 电场 能 和 磁场 能 之 间 的 交换 
只 限于 在 空间 距离 为 /4 的 范围 内 进行 。 

在 理想 导体 表面 上 ， 电 场 强度 为 零 ， 磁 场 强度 最 大 ， 因 此 出 现 了 一 层面 电流 ， 由 边界 条 


#е„х(Й,-Й,) lao =K 可 得 面 电流 密度 为 
| „= == (6-33) 
n 
总 的 电磁 波 的 复 能 流 密度 矢量 为 
ааа 2E? 2E? 
$ =ExH' = (- j2Etsingz)e, x 


cosBze, = — j —sin2fze, (6-34) 
7 7 


由 于 合成 电场 和 磁场 存在 着 90° 相 位 差 ， 因此， 理想 介质 中 总 的 电磁 波 的 平均 功率 流 密 
度 为 零 ， 即 只 有 电场 能 量 和 磁场 能 量 问 的 互相 交换 ， 而 无 能 量 传递 。 

例 6-9 空气 中 沿 z 方 向 传播 的 均匀 平面 电磁 波 的 电场 为 E, =0.2cos (wt – Вг) esV/m， 
车 电磁 波 在 z=0 处 遇 到 一 无 限 大 理想 导体 平面 ， 求 : (1) 空气 中 合成 电磁 波 的 磁场 强度 Н; 
(2) 导体 平面 上 的 面 电流 密度 。 

解 (1) 由 式 (6-30) 求 得 合成 波 电场 为 

Е, = 2 /2Е}зїпбгзїпөне, = 0.4sinBzsinwte, V/m 
再 由 式 (6-32) 及 m = 120т0 求 得 磁场 强度 为 
2 /2Е} 1 
Н, = л cosBzcoswte, = 3007 "Pote, A/m 
(2) 导体 平面 上 的 面 电 流 密度 可 由 式 (6-33) 求 得 为 
В 2E: уы 1 

n 300 .2т 

回顾 第 5 章 例 5-16 可 见 ， 前 例 中 的 电磁 场 就 属于 这 种 合成 驻 波 ， 能 量 在 z=0 和 Ao/4 空 
间 范 围 之 间 振 荡 。 请 读者 用 本 节 介绍 的 方法 重新 求解 例 5-16。 

例 6-10” 空气 中 沿 z 方 向 传播 的 均匀 平面 电磁 波 的 电场 强度 为 

Е, = [10 V2sin(wt - Bz)e, + 20 /Zcos(wt - Bz)e,]V/m 

车 电磁 波 在 z=0 处 遇 到 一 理想 导体 平面 ， 求 : (1) 空气 中 合成 电磁 波 的 磁场 强度 Н; 
(2) 平均 坡 印 廷 矢量 5„; (3) 导体 平面 上 的 面 电流 密度 。 

解 (1) 先 求 合 成 波 电场 。 前 面 讨论 的 仅 限于 单一 方向 的 电磁 场 在 空间 的 传播 ， 本 例 
中 人 射 波 电场 是 具有 х. у 两 个 方向 分 量 的 左旋 椭圆 极 化 波 ， 利 用 肥 加 定理 仿照 前 面 类 似 的 
方法 分 别 对 两 个 分 量 进行 分 析 、 求 解 即 可 。 写 出 入 射 波 电 场 的 复 矢量 形式 有 


Е, = (~ 10е, + 20e,)e™V/m 


[4 =-е,хН,\ = е,А/т 
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由 于 电磁 波 在 导体 表面 发 生 全 反射 ， 因 此 反射 波 电场 应 为 


Е, = (10е, - 20e,)eeVym 
此 时 反射 波 电 场 转化 为 右 旋 椭圆 极 化 波 。 可 以 证 明 ， 这 一 结论 适合 于 任意 圆 和 椭圆 极 化 
平面 电磁 波 。 即 任 一 圆 或 椭圆 极 化 波 遇 到 介质 平面 后 反射 波 的 旋转 方向 一 定 与 入 射 波 的 旋转 
方向 相反 。 
HR (6-29) 可 求 得 合成 波 电场 复 矢 量 为 


Е =- j2(- 10е, + 20е,)зіпВ: = (~ 20е, - j40e,)singzV/m 
нй те xÈ 及 状 加 定理 可 求 得 合成 波 磁场 为 


1 1 
Н= sj + a ў - а Ал 
5 [е, х (~ jl0e, + 20е,) Је т [- e, х (10е, – 20е,) Je } т 


则 合成 波 电场 与 磁场 瞬时 值 表达 式 分 别 为 
Е = [ - 20 /Zcoswtsingze, + 40 /Zsinwtsingze, ] V/m 


Н= (ад, - З іад, ] Am 
бт Зт 
(2) тоаг ЕНЕНЕ Т, СРБА 5, AE 
(3) HARRI e, хн, - Н) |, = K 得 面 电流 密度 为 


K = -e, xH, һә = (-—е + у )еове\, .Am = (- e. е) 


6.5.2 ”两 种 导电 媒质 分 界面 的 垂直 入 射 


设 电磁 波 从 媒质 1 垂直 人 射 到 媒质 2， 如 图 6-10 所 示 ， 由 于 两 种 媒质 均 为 导电 媒质 ， 
此 电磁 波 的 复 传播 常数 、 本 征 阻抗 均 为 复数 ， 即 


ТИ 
к= k, = Б = we 


к= kh = о Миа 


т=т= т= E =m = [2 I 
Е A РЕ =® ГОЛИ 
其 中 ， 等 效 介 电 常数 分 别 为 н, n+ 
eu = al аа (1 сты 18610 PDEA BEI ЖАЛИ 2 
wE, OE, 


假设 入 射 波 、 反 射 波 、 透 射 波 电场 的 方向 均 为 x 方向 不 变 ， 由 H -De xÈ 写 出 电场 
与 磁场 表达 式 分 别 为 
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Е, = Бебе, E, = bere, Е, = Еее, 
(6-35) 
Е В Е, a t -h 
H, = —ee, H, =- —ей"е, H, = ee, 
M M т 


设 媒质 分 界面 不 存在 传导 电流 ， 则 由 媒质 分 界面 边界 条 件 e。 СЕ, Е) | =0, e, x 
(H, - Н.) |,.。=0 可 得 


Е +È, = Ё, 
h ii 
тот m 
求解 上 述 方程 可 得 
РЕ тр, Ё = 2m È 
7 +M 7 + т 
令 
(6-36) 
(6-37) 
可 见 
1+R=7 (6-38) 


这 表明 电磁 波 经 过 媒质 分 界面 后 反射 波 电场 相 量 、 透 射 波 电场 相 量 与 人 射 波 电场 相 量 之 
间 的 关系 满足 


Е, = RE,, Ё, = ТЕ, (6-39) 
式 中 ， 系 数 R、7 分 别称 为 电磁 波 的 反射 系数 reflection coefficient) 和 透射 系数 transmis- 
sion coefficient) 。 对 于 有 耗 媒 质 ， 反 射 系数 和 透射 系数 也 为 复数 。 
若 已 知人 射 波 电场 强度 及 两 种 媒质 的 参数 ， 即 可 由 上 述 公式 求 得 反射 系数 和 透射 系数 ， 
进一步 求 出 反射 波 电磁 场 和 透射 波 电磁 场 如 下 : 


È, = Rite, [ЕЁ =ТЁе е, 
. RÈ . TÈ (6-40) 
H, =- ое, |H, = etre 
M M 
特殊 情况 下 ， 当 R= -1 时，7=0， 此 时 媒质 2 中 无 透射 波 ， 媒 质 1 中 的 电磁 波 全 部 被 
分 界面 反射 回去 ， 这 种 情况 称 为 全 反射 (total reflection), 


y 


жеж 正弦 平面 电磁 波 的 传播 2) 


当 R=0 时 ,7=1， 此 时 媒质 1 中 无 反射 波 ， 电 磁 波 经 过 分 界面 全 部 折射 到 媒质 2 中 ， 
这 种 情况 称 为 全 折射 ， 或 全 透射 (total transmission) 。 

若 某 种 媒质 能 够 将 电磁 波 全 部 吸收 而 不 反射 ， 则 称 之 为 吸 波 材料 。 利 用 这 种 吸 波 材料 制 
作 飞 机 等 ， 可 以 躲避 雷达 搜索 ， 实 现 隐身 的 目的 。 

一 般 情况 下 ， 媒 质 1 中 既 有 入 射 波 ， 又 有 反射 波 ， 将 合成 电场 改写 ， 有 


Е, = È, +E, = Бейне, +REee, = (1 + К) Еее, -RE(e™ — eh)e, 

可 见 合成 电场 第 一 项 表示 沿 +z 方向 行进 的 电磁 波 ， 称 为 行 波 (traveling wave); 第 二 项 
与 上 一 节 讨论 的 理想 导体 表面 反射 的 合成 电磁 波 类 似 ， 是 个 驻 波 。 这 种 既 有 行 波 分 量 又 有 驻 
波 分 量 的 电磁 波 称 为 行 驻 波 ， 即 一 部 分 为 行 波 〈 注 意 ， 其 幅 值 恰好 为 媒质 2 中 的 透射 波幅 值 
的 大 小 ) ， 沿 = 方向 传递 到 媒质 2 中 ， 另 一 部 分 为 驻 波 ， 代 表 媒 质 1 中 电场 能 量 和 磁场 能 量 
的 交换 。 

由 上 式 可 知 媒质 1 中 合成 波 电场 强度 的 最 大 值 应 为 已 。. = (1+ |R|) VY2E,、 最 小 值 应 
为 Eiws = (1 - |R|) V2E,， 请 读者 自己 分 析出 现 最 大 及 最 小 电场 强度 的 空间 位 置 。 

为 了 描述 媒质 1 中 行 驻 波 的 性 质 ， 定 义 驻 波 比 〈standing-wave ratio) 为 媒质 中 最 大 电场 
强度 与 最 小 电场 强度 的 比值 ， 有 

s a Eme _ 1+ IR] 
Жы 1l- |R| 

显然 ， 当 反射 系数 尺 从 -1 变化 到 +1 时 ， 驻 波 比 5 的 值 从 1 变化 到 m 。 当 |R| =0 时 ， 
电磁 波 无 反射 ， 为 行 波 ，S = 1， 场 强 的 最 大 值 与 最 小 值 的 绝对 值 相 等 ; 当 |R| = 1 时 ， 电 磁 
波 全 反射 ， 为 纯 驻 波 ， 此 时 5 一 w ， 场 强 的 最 小 值 为 零 。 

工程 上 可 通过 测量 驻 波 比 间接 测量 反射 系数 ， 即 

lal= = (6-42) 

可 以 证 明 ， 若 两 种 媒质 均 是 理想 介质 ， 当 加 > mi 时 ， 边 界 处 为 电场 驻 波 的 最 大 点 ; M 
тъ <тһ 时 ， 边 界 处 为 电场 驻 波 的 最 小 点 。 这 个 特性 通常 用 于 微波 测量 。 

例 6-11 空气 中 沿 z 方 向 传播 的 均匀 平面 电磁 波 的 电场 强度 有 效 值 为 3Y/m， 从 空气 重 
直人 射 到 в, =9, и, =1 的 理想 介质 平面 上 ， 电 磁 波 的 频率 为 = 300MHz， 求 ， (1) 反射 系 
数 、 透 射 系数 、 驻 波 比 ; (2) 入 射 波 、 反 射 波 和 透射 波 的 电场 和 磁场 ; (3) 入 射 波 、 反 射 波 
和 透射 波 的 平均 功率 密度 。 

解 (1) 介质 的 本 征 阻抗 分 别 为 


(6-41) 


л + юа, - Ё. E =- 40r0 
e T 9so 
故 反射 系数 、 透 射 系数 、 驻 波 比 分 别 为 
Te LD, ES t adei 
К ка, Е 2 Am > 2'5 ®т-|к| «з 
(2) 介质 的 相位 常数 分 别 为 
В, = 2af де = КӘ = элтай/т, В, = 2af ше = уб суы 


@ 工程 电磁 场 与 电磁 波 基础 


设 人 射 波 为 x 方 向 的 线 极 化 波 ， 沿 z 方向 传播 ， 则 由 式 (6-40) 可 得 人 射 波 、 反 射 波 和 
透射 波 的 电场 和 磁场 分 别 为 


Ё (2) = 3eP"e, V/m 已 (z) =- те”. Vim (Ё) = Feme, V/m 


А А i 
На) = t oN |на) = Fa е, Am (H2) = erme, A/m 


(3) 由 式 (6-12) 可 得 人 射流 、 反 射 波 和 透射 波 的 平均 功率 密度 分 别 为 


E Р E: 3 
Si, = —е, = —e, W/m’, 51, =- —e, = – —e, W/m 
т т 160 
Е! 
S, 2 W/m? 
т 160т 


由 上 式 可见 |S,, | = |Ss, + 15, |， 这 再 一 次 说 明 入 射 波 的 能 量 一 部 分 穿 过 介质 分 界面 透 
入 到 介质 内 部 传播 ， 另 一 部 分 则 被 介质 表面 反射 回 空气 中 。 


6.5.3 多 种 媒质 分 界面 的 垂直 入 射 


为 了 简化 分 析 ， 下 面 仅 以 三 层 理想 介质 为 例 ， 并 假设 电磁 波 在 介质 1 与 介质 2 之 间 不 存 
在 反射 ， 如 图 6-11 所 示 。 此 时 三 种 介质 中 的 电磁 场 分 别 为 


Е, = 局 erare。 Е, = Ее?" е, + Еее, е, Е, = Eee, 

H, = E omre, Н, = Е Бана H, = Er omre, 

M M т M 

设 介质 分 界面 不 存在 传导 电流 ， 则 由 介质 分 界面 电场 


与 磁场 的 切线 分 量 均 为 零 的 边界 条 件 可 求 得 z=0 处 


Е, = Е, + Е„ 
А Ё 
т m т 
令 系 数 = 一 ， 代 人 上 式 可 求 得 图 6-11 平面 波 在 天 层 介 质 中 传播 
Е 
„l-g m-m 
AREFE т +m 


类 似 的 ， 可 求 得 在 z=d 处 


жеж китштшивш 22) 


ЕЕ A En ыы eis 
т т тз 
将 系数 -ŽERA ERIR 
Es 
1 + дей? 
т Іей = т 


因此 有 


«999 = соз(28.4) + jsin(28,d) = їъ-тът_ т+тъъ-т® 
mim ттт + 
由 于 理想 介质 的 本 征 阻抗 都 是 实数 ， 所 以 上 式 右 端 也 为 实数 ， 故 必 有 
sin(28:d) = 0 或 26:d = пт 
由 此 可 见 


пт Аз 
= = п 


28, 4 
即 要 满足 介质 1 与 介质 2 之 间 不 存在 反射 ， 介 质 2 的 厚度 必须 等 于 介质 2 中 电磁 波 1/4 波长 
的 整数 倍 。 
另 一 方面 ， 如 果 n 等 于 奇数 ， 则 
1ъ-ъ_т+т-1% 
pd) = 1 = 一 一 一 = 一 -一 
= mtm ттт + т 
解 得 
т = улт 
以 上 说 明 当 介质 1 和 介质 3 不 同时 ， 介 质 1 中 无 反射 波 的 条 件 是 介质 2 的 本 征 阻抗 必须 
等 于 介质 1 与 介质 3 的 本 征 阻 抗 的 几何 平均 值 ， 且 介质 2 的 厚度 必须 是 其 1/4 波长 的 奇 整数 
fo 
ШЖ п 等 于 偶数 ， 则 
їъ-ъ_т+тътъ-тт® 
со: d) =-1 = = 
кады: тат тетт + т 
解 得 
т = т 
这 表明 ， 当 介质 1 与 介质 3 的 本 征 阻抗 相同 〈 或 者 两 者 为 同一 种 介质 ) 时 ， 介 质 1 中 无 
反射 波 的 条 件 是 介质 2 的 厚度 必须 为 其 半 波 长 的 整数 倍 。 
工程 上 把 半 波 长 厚度 的 介质 片 称 为 “ 半 波 窗 ”， 因 为 它 对 给 定 波长 的 电磁 波 ， 犹 如 一 个 
无 反射 的 窗口 。 利 用 这 一 原理 可 以 制作 “雷达 天 线 单 "， 这 种 天 线 单 既 可 以 保护 雷达 设备 免 
受 恶劣 气候 的 影响 ， 又 可 使 电磁 波 通过 时 反射 最 小 。 


(7 тизшазешины 


若 将 介质 2 中 的 任意 点 z 处 合成 波 电场 强度 与 磁场 强度 的 比值 定义 为 该 点 的 输入 本 征 阻 
抗 (impedance transformation) ， 即 
ma(z) = = 

H,(z) 

则 可 用 该 输入 本 征 阻抗 等 值 替 代 自 该 处 起 沿 +z 方向 上 所 有 不 同 媒质 的 共同 特性 。 也 就 是 
说 ， 如 果 用 本 征 阻抗 等 于 输入 波 阻抗 的 均匀 半 无 限 大 媒质 来 代替 该 处 沿 + z 方向 向 右 的 所 有 
媒质 时 ， 它 对 z 处 左 方 电磁 波 的 作用 与 原来 媒质 的 影响 是 相同 的 。 因 此 ， 输 入 波 阻 抗 又 称 为 
等 效 本 征 阻抗 ， 这 与 电路 中 的 人 端 阻抗 概念 非常 相似 。 

可 以 证 明 ， 图 6-11 所 示 的 三 层 介质 中 介质 2 内 z=0 处 的 人 端 阻抗 为 
тзс058,4 + }т,вїпб,4 
п2с058,4 + jm sinp,d 

这 表明 ， 将 厚度 为 4、 本 征 阻抗 为 m 的 介质 层 插 在 本 征 阻 抗 分 别 为 m M 的 介质 之 
间 ， 其 效果 相当 于 将 介质 2、 介 质 3 等 效 成 本 征 阻 抗 为 了 (0) 的 单一 介质 ， 由 此 可 以 简化 
问题 的 分 析 。 

916-12 设 在 图 6-11 所 示 两 种 介质 中 插入 厚度 为 Xx/4 的 理想 介质 夹层 ， 若 希望 消除 介 
质 1 中 的 反射 波 ， 试 确定 该 夹层 介质 的 本 征 阻抗 。 

解 由 于 Bsd= 有 BAz/4 =m/2， 所 以 从 介质 1 与 介质 2 分 界面 向 右 看 介质 的 输入 本 征 阻 
抗 为 


(0) = m 


1с048,4 + jmsing,d ўтвіп(т/2) ж 
тсоз8,4 + jmsingsd  ” ўпьвіп(т/2) з 

由 式 (6-36) 可 知 ， 若 要 求 介 质 1 中 反射 系数 为 零 ， 必 须 保证 从 介质 1 与 介质 2 分 界面 
向 右 看 介质 的 输入 本 征 阻 抗 为 介质 1 的 阻抗 ， 即 


ло) = = т 
т 


1700) = m 


即 夹 层 介质 的 本 征 阻 抗 必 须 为 


т = улт 
这 与 前 面 讨论 得 到 的 结论 是 一 致 的 ， 可 见 利用 等 效 本 征 阻抗 的 概念 可 以 简化 分 析 。 


66 平面 电磁 波 在 有 界 媒质 中 的 传播 一 一 们 入 射 


这 一 节 讨论 电磁 波 以 一 定 角度 人 射 到 媒质 分 界面 时 电磁 波 的 传播 。 定 义 人 射线 与 分 界面 
法 线 构 成 的 平面 为 人 射 面 (incidence plane) 。 此 时 的 平面 电磁 波 可 分 解 为 两 种 平面 电磁 波 的 
HA: 一 种 是 垂直 极 化 波 (s-polarized) ， 其 电场 方向 垂直 于 入 射 面 ， 这 种 波 为 横 电 波 ， 故 称 
A ТЕ 极 化 波 ， 另 一 种 是 平行 极 化 波 〈p-polarized) ， 其 电场 方向 平行 于 入射 面 ， 而 磁场 为 垂 
直 于 和 人 射 面 的 方向 ， 故 相应 的 波 为 横 磁 波 ， 又 称 为 TM 极 化 波 ， 如 图 6-12 所 示 。 

本 节 先 给 出 沿 任意 方向 传播 的 平面 波 的 基本 概念 ， 然 后 分 析 较 简单 的 理想 导体 表面 的 余 
人 射 ， 再 讨论 不 同 媒质 分 界面 的 斜 人 射 情况 。 
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a) 入 射 波 电场 分 解 示意 图 b) 平行 极 化 波 E， с) MALHE, 


6.6.1 沿 任意 方向 传播 的 平面 电磁 波 


在 前 面 几 节 的 讨论 中 ， 都 是 假设 均匀 电磁 波 是 沿 z 坐标 方向 传播 的 。 这 只 适用 于 单个 孤 
立 的 平面 波 ， 在 必须 同时 讨论 几 个 沿 不 同方 向 传播 的 电磁 波 
时 ， 要 用 一 个 坐标 系 使 其 几 个 坐标 轴 分 别 与 各 个 波 的 传播 方 
向 相 重合 ， 这 显然 是 不 可 能 的 。 因 此 必须 讨论 沿 任意 方向 传 
播 的 均匀 平面 电磁 波 。 

现 假设 空间 有 一 个 均匀 任意 方向 平面 电磁 波 ， 其 等 相位 
面 与 传播 方向 如 图 6-13 所 示 。 

对 于 任意 线性 、 各 向 同性 的 媒质 中 传播 的 电磁 波 ， 设 其 “图 6-13 任意 方向 平面 电磁 波 
传播 常数 为 上 ， 则 定义 矢量 


k = ke, (6-43) 

为 波 矢量 。 

等 相位 面 上 任意 一 点 P 的 矢 径 为 

F = хе, + уе, +ze, 

由 图 6-13 中 各 矢量 的 几何 关系 可 得 ， 电 磁 波 沿 es 方向 传播 的 相位 常数 与 传播 路 径 的 乘 

积 可 表示 为 波 矢量 与 场 点 矢 径 的 点 积 ， 即 
krs = ог 
由 此 可 将 电场 强度 复 矢量 写作 


Е = Ees = Буе?" (6-44) 
由 均匀 平面 电磁 波 的 定义 可 知 ， 电 场 、 磁 场 与 电磁 波 的 传播 方向 相互 垂直 ， 因 此 电场 强 
度 上 、 磁 场 强度 及 与 电磁 波 波 矢量 k 各 矢量 之 间 的 点 积 应 为 零 ， 即 


E-:k=H:k=E:H=0 (6-45) 
再 根据 麦克 斯 书 方程 Vx Е = -jouH, 即 可 由 电场 强度 复 矢 量 求 得 磁场 强度 复 矢 量 为 
H =- Vx (Ёе*”) (6-46) 
joy 


@ 工程 电磁 场 与 电磁 波 基础 


由 均匀 平面 波 的 性 质 知 Eo SERER, 再 由 矢量 恒等式 Vx (04) =aVxA+ Vax 
4 可 得 
Vx (Ee й") = У (ей) xE, =- jk х Ee 
HERRAR (6-46) 有 


H=—kxE (6-47) 
wp 


пе JE (6-48) 
k E 


即 为 前 面 定义 的 本 征 阻 抗 。 再 由 式 (6-43), MHR (6-47) 改写 为 
H= „© xÈ (6-49) 
这 与 前 面 讨论 过 的 单方 向 传播 的 电磁 波 中 得 到 的 结论 到。 


例 6-13 ”自由 空间 中 平面 电磁 波 的 电场 为 E = (2e, +e, +jV5e,)eriororeV/m ， 求 电磁 
， 波 的 传播 方向 、 波 长 ， 并 判断 电磁 波 的 极 化 状态 。 
解 ” 设 电磁 波 的 传播 路 径 为 = хе, + уе, +ze,， 则 传播 常数 应 为 k=2e, + Бе, + се, H 
式 (6-45) 可 得 5 
Е.К = (2е, +e, +) (бе,) · (2e, + Бе, +се,) =4 + +) (5с = 0 
因此 得 到 方程 中 的 系数 为 = -4，c =0。 故 电磁 波 的 传播 方向 为 


由 k=w Vhs 可 知 


Е 
е; = — = —е, – е, 
в" в” 
由 波长 与 传播 常数 的 关系 可 得 
A = = пт = 05а Ма 
将 电场 强度 复 矢量 的 实 部 与 虚 部 分 别 写 出 ， 有 


= бе, 
画 出 Er, Е. es 这 三 个 矢量 之 间 的 对 应 关系 示意 图 ， 如 图 y 
6-14 所 示 ， 可 见 
E, = E, HE, L E, Le 14614 16-1314 
因此 ， 电 磁 波 为 圆 极 化 。 由 左 、 右 手法 则 可 判断 该 圆 极 化 波 是 左旋 圆 极 化 波 。 
例 6-14 AEN ERE 


Н = (- Зе, + е, +2 43е) eP TON A/m 


Жж: (1) 波 矢量 和 频率 ; (2) 电场 强度 复 矢量 ; (3) 坡 印 廷 矢量 的 平均 值 。 
解 (1) 由 给 定 的 磁场 强度 表达 式 可 得 
Кт = х + у + д = 0. 17(3х — (Зу +2:) 


第 6 章 正弦 平面 电磁 让 的 传扬 23) 


故 知 波 矢量 为 
= 0.17(Зе, ~ Зе, + 2e,)rad/m =0.68 (2e -Lele а= 
474926 


由 此 可 得 上 =0. 68rad/m, es =e Ед +6. 


4674 
由 式 (6-10) 可 得 频率 为 
у= К -0.68x3xl0Hs -3.25 x 10'Hz = 32.5MHz 
2л 2r 


(2) 由 电场 强度 、 磁 场 强度 和 波 矢量 之 间 的 关系 式 (6-49) 可 得 电场 强度 为 
1 


Ё = mH x es = 1200 —— et "O52 03е, +e, +2V3e,) x (2. -Arh )V/m 
1207 4—7 49 +726 


= (2e, +2 V3e,)e® "Vy/m 
(3) 坡 印 廷 矢量 的 平均 值 为 


е, е, е, 
Su = Re[E x H°] = ia 2 25 о Мт 
-3 1 285 


3 
= 54 Д = 
molze ‚жу Lew m? = 0. 042e, W/m? 


66.2 介质 与 理想 导体 表面 的 斜 入 射 


设 垂直 极 化 入 射 波 电场 以 人 射 角 0 人 射 至 理想 导体 表面 ， 
如 图 6-15 所 示 ， 则 入 射线 单位 矢量 为 
е, = віпб,е, + созбе, 
由 于 反射 波 与 人 射 波 均 在 同一 媒质 中 传播 ， 故 传播 常数 相 
同 , А =k=k,，r=zxe, +ze, 则 有 
К, + r= kxsing, + kzcosO, 


E, = Бено) e, 11615 斜 人 射 全 理想 导体 
类 似 的 ， 反射 波 电场 中 


е, = sing,e, — cosb,e, 
故 
k, -r = kxsing, — kzcosb, 


È, = Borie, 
由 分 界面 边界 条 件 e。 x( È,- Е) |,.。=0 Ж E, =0 可 得 


Е, = Е, +È, = Кебе, + Ee бе, =0 
故 有 


(7 =авањзанияа 


人 hb (6-50) 
6 = 0, 


Җ (6-50) 表明 ， 电 磁 波 斜 人 射 时 反射 角 总 是 与 入 射 角 相 同 ， 反 射 波 电场 强度 与 入 射 波 
电场 强度 的 幅 值 相同 、 相 位 相差 180” ， 称 为 反射 定律 。 
Ф k, =ksinð,, k, = kecosbg,， 合 成 波 电场 可 改写 为 
Е, ж Бебе < Бебе е ж È (e* ~ e" )e tre, 
Bp 
Е, =- j2Ė;sink,ze™e, (6-51) 


再 由 麦克 斯 韦 方程 х È = -jou И 


H, = — АЕ ”* (6-52) 
Jæ д2 т 
. 1 aE,  2È,sin0, 
H, =- — әк =з “мне (6-53) 
још ax 


观察 上 述 电场 与 磁场 表达 式 ， КРРТ 如 下 性 质 : 

1) ЖЕ х = сопа 的 平面 上 , ЖШ Е,, Н, 分别 按 sin(kz) 、cos(kz) 分 布 形成 z 方 向 的 驻 
波 。 

2) 在 z=const 的 平面 上 , #Ш Е,, Н, 均 按 e “分 布 ， 形 成 x 方 向 的 行 波 。 

3) 在 驻 波 的 等 相位 面 上 ， 即 z = const 的 平面 上 ， 电 场 强度 Е, 与 磁场 强度 Н, 的 幅 值 为 
常数 ， 所 以 驻 波 为 均匀 平面 波 ; 在 行 波 的 等 相位 面 上 ， 即 x = сопы 的 平面 上 ， 电 场 强度 E, 
与 磁场 强度 Н, 的 幅 值 与 坐标 有 关 ， 幅 值 不 相等 ， 所 以 不 是 均匀 平面 波 。 即 合成 电磁 波 为 
非 均匀 行 驻 波 。 


пт 
шыгы ET 


处 放置 垂直 于 z 轴 的 金属 板 将 不 破坏 电场 、 磁 场 的 边界 条 件 ( 导体 内 电场 、 磁 场 


(其 中 n=0, 1, 2, 3，…) 处 ,电场 强度 恒 为 零 ， 因 此 在 


E 
均 为 零 )。 

5) 在 垂直 于 电磁 波 传播 方向 的 平面 上 电场 强度 分 量 为 零 ， 磁 场 强度 分 量 不 为 零 ， 即 已 
=0， 凡 关 0， 所 以 这 种 电磁 波 称 为 横 电 波 ， 即 ТЕ 波 ， 而 不 是 TEM 波 。 

由 性 质 4 可知， 在 两 块 无 限 大 理想 导电 板 之 间 可 以 传播 TE 波 。 这 种 传播 系统 在 微波 技 
术 中 被 称 为 平行 板 波导 系统 。 如 果 在 垂直 于 у 轴 的 空间 再 放置 两 抉 理想 导电 板 ， 就 可 构成 传 
Ж ТЕ 波 的 矩形 波导 。 有 关 波导 内 容 见 本 书 第 7 章 。 
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916-15 已 知 一 均匀 平面 电磁 波 由 空气 斜 人 射 到 理想 导体 平面 上 ， 如 图 6-15 所 示 。 设 


入 射 波 电场 为 Ё, =10e -ixe*meyV/m， 求 : (1) 电磁 波 的 频率 、 波 长 及 入 射 角 ; (2) 反射 波 
及 合成 波 电场 、 磁 场 的 复 矢 量 。 


解 (1) 由 电场 表达 式 书 , = 10e-icera2e,V/m 可 知 ep=e,, r=xe, +ze,, 且 es Lr， 因 
此 该 电磁 波 为 垂直 极 化 余人 射 。 对 照 前 面 的 分 析 可 知 k г = lxsing, + lzcosb, = 6x + 8z， 因 此 
有 


k = „6? + 8zrad/m = 10гай/т 
故 电 磁 波 的 波长 、 频 率 及 人 射 角 分 别 为 


2 2 06 
k 10 
с _3х10* 
= 二 = Hz = 4.78 х 10°H: 
si We уын 


6 
Ө, = їп — = 36.9° 
| = arcsin ig 


(2) 由 反射 定律 可 知 Ё, = - Ё, = -10V/m, Ө, = 6 =36.9*， 因 此 可 直接 写 出 反射 波 电 
场 复 矢量 为 


Е, =- 10е e V/m 
由 式 (6-52) 、 式 (6-53) 即 可 得 到 合成 波 磁场 分 量 分 别 为 
2,ов0, . 
Н, =- ойле йе = — 2100.8. аве Алт = 人 
7 1207 15т 
А 2E,sing, . 
Н =- j eRe inke” = - )2 10 50-б A/m = – j -sin8re™ A/m 
т 1207 10т 
合成 波 电场 复 矢量 由 式 (6-51) 有 
Е, =- j2Ė;sinkze™e, =- j20sin8ze е, V/m 
合成 波 磁场 复 矢量 则 为 
H = Н,е, + He, =- (Beossze, + jsingze,)e Ала 
157 10т 


观察 上 述 表达 式 可 以 更 加 直观 的 理解 前 面 对 合 成 电磁 波 
传播 特性 的 分 析 。 该 合成 波 电场 、 磁 场 的 幅 值 只 是 坐标 z 的 
函数 ， 传 播 方向 则 只 有 х 方向 ， 即 构成 了 x 方向 的 行 驻 波 。 


6.6.3 ”两 种 介质 分 界面 上 的 斜 入 射 


1. 垂直 极 化 波 的 斜 入 射 
设 两 种 半 无 限 大 理想 介质 分 界面 的 法 向 与 z 轴 重合 ， 介 
质 1 和 介质 2 的 参数 分 别 为 |, ш 和 e、 和 加， 现 有 垂直 极 。 图 6-16 СВЕРЛА 
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化 电磁 波 从 介质 1 斜 人 射 到 介质 2 中 ， 如 图 6-16 所 示 。 设 人 射 波 的 传播 方向 与 z 轴 的 夹 角 为 
6 ， 反 射 波 的 传播 方向 与 z 轴 的 夹 角 为 9,， 折 射 波 的 传播 方向 与 = 轴 的 夹 角 为 8.， 则 有 
е, = singie。+ созбе, 
е, = sinĝ,e, — созбе, 
е, = sinĝ,e, + созбе, 
由 于 反射 波 与 人 射 波 均 在 同一 媒质 中 传播 ， 故 传播 常数 、 本 征 阻抗 相同 。 设 =k, =k, 
manam, WAETH 
Е, = Behm e, 
由 式 (6-49) 可 得 人 射 波 磁场 强度 
ГИ 
H, = —е x Е, = 一 ( – созбе, + віпб,е,) е0) 
т M 
类 似 的 ， 可 写 出 反射 波 电场 、 磁 场 分 别 为 


Е, = Ееее) e, 


H, = ka х Ё, = Е, сонде, + sin0,e, ) е Меч -к=б) 
т. т 
折射 波 电场 、 磁 场 分 别 为 
Е, = Бебета) е 


а Ё 
Н, = —е x E, = —( – совб,е, + sinĝ,e, е) 
т т 


由 介质 分 界面 边界 条 件 e, x (E, - 已,) |,.。=0 可 得 


e, x (Eee, + E etme — E emme ) = 0 


若 上 式 在 分 界面 任意 点 (х 为 任意 值 ) 都 成 立 ， 只 能 有 


E, +E, = E, (6-54) 
H 
віп, = kısin0, = k,sin0, 
Bp 
Ө, = Ө, (6-55) 
пб, k, оъ 
ос р Паво: (6-56) 
зав о 


Җ (6-55) 称 为 电磁 波 的 反射 定律 。 该 定律 表明 ， 平 面 电磁 波 在 过 到 媒质 交界 面 反射 
时 ， 反 射 角 总 是 与 入 射 角 相 同 。 这 一 结论 与 电磁 波 斜 入 射 到 导体 平面 时 遵守 的 反射 定律 是 一 
致 的 。 

Җ (6-56) 称 为 电磁 波 的 折射 定律 ， 又 称 为 斯 耐 尔 折射 定律 (Snell's law of refraction) 。 
定律 表明 ， 电 磁 波 在 两 种 媒质 中 的 传播 方向 与 分 界面 法 向 夹 角 的 正弦 之 比 正比 于 其 传播 速度 


жеж 正中 平面 电磁 让 的 传播 23) 


之 比 , 或 反比 于 其 传播 常数 之 比 。 
反射 定律 与 折射 定律 即 给 出 了 斜 人 射 时 反射 角 、 折 射 角 与 人 射 角 之 间 的 对 应 关系 ， 在 给 
定 了 媒质 的 参数 及 人 射 角 后 ， 就 可 以 利用 上 述 定律 计算 得 到 相应 的 反射 角 与 折射 角 。 


类 似 的 ， 由 媒质 分 界面 边界 条 件 е, х (Н, - Н) |..。=0 及 反射 定律 可 得 


созӣ, » 


0, > 
cosi H 


(Е-Е) = 
M M 
Ш E =R, E, E=T, Ё, HHR (6-54), W E +È, =E, ПЕНИН У 
折射 波 电场 强度 幅 值 的 菲 涅 尔 (Fresncl) 公式 为 


ee E, тс050, -cosb 
ч p 1)2С080, + N, cosð, 
(6-57) 
Ta 2mc0s0; 
Е A mcosð, + ту,созб, 
反射 系数 和 折射 系数 之 间 存 在 如 下 关系 : 
1+R,=7, (6-58) 
特殊 情况 下 ， 若 人 射 角 0; =0， 则 有 9, = =0，b =0， 式 (6-57) WH R, еч 
эл 
= з ， 这 与 垂直 人 射 情况 下 反射 系数 和 折射 系数 关系 式 (6-36), X (6-37) 分 别 相 


同 ， 因 此 说 垂直 人 射 是 斜 人 射 的 特例 。 

2. 平行 极 化 波 的 斜 入 射 

采用 类 似 的 分 析 方法 可 以 证 明 ， 平 行 极 化 波 斜 人 射 时 反射 角 、 折 射 角 与 人 射 角 之 间 的 关 
系 仍然 满足 上 述 反射 定律 和 折射 定律 。 

但 是 反射 系数 与 折射 系数 不 同 。 可 以 求 得 (请 读者 自己 推导 ) 平行 极 化 斜 人 射 时 相应 
的 菲 涅 尔 公 式 为 


Е, тсовб, ~ тьсовб, 


С mcos; + 7созб, 
(6-59) 
2з}әсовб, 


E, 
T, = 了 = 一 
р mieosb +тһсозб, 


此 外 ， 平 行 极 化 波 的 反射 系数 和 折射 系数 之 间 的 关系 式 也 与 垂直 极 化 波 斜 入 射 时 不 同 ， 


为 


т сов, 
1+8, = Т, 1-Е, = Т, 
т созӣ; 


注意 式 (6-59) 与 式 (6-57) 的 区 别 。 在 电磁 波 分 别 以 垂直 极 化 方式 和 平行 极 化 方式 斜 


(6-60) 


($ тхизшючешинши 


入 射 时 ， 反 射 系数 与 折射 系数 是 不 一 样 的 ， 这 说 明 电磁 波 在 两 种 媒质 中 传播 时 反射 波 电场 、 
折射 波 电 场 的 大 小 与 人 射 波 的 极 化 方向 是 有 关 的 。 

此 外 ， 无 论 是 平行 极 化 斜 人 射 还 是 垂直 极 化 斜 人 射 ， 折 射 系 数 总 为 正 ， 这 说 明 折 射 波 电 
场 与 人 射 波 电场 的 方向 总 是 相同 的 ; 而 反射 系数 可 正 可 负 ， 当 它 为 负 值 时 ， 反 射 波 电场 与 人 
射 波 电场 的 方向 相反 ， 这 相当 于 损失 了 半 个 波长 ， 故 称 为 半 波 损失 。 


6.6.4 全 反射 与 全 折射 


1. 全 反射 
对 于 一 般 非 铁 磁 性 媒质 ， 通 常情 况 下 总 有 = 上 ， 故 斯 耐 尔 折射 定律 可 简化 为 
sinð, Pa 
таре (6-61) 
Ще, <, Mt, ВИОЛА Я ИЛИР НК РЛ ЯТ, RHE, 4A 
射 角 增 大 为 某 一 特定 角度 时 ， 透 射 角 等 于 90*， 当 和 人 射 角 进 一 步 增 大 时 ， 就 将 不 再 存在 透射 
波 。 此 时 ， 电 磁 波 被 完全 反射 回来 ， 这 种 现象 称 为 全 反射 。 
将 sing, =1 时 对 应 的 入 射 角 称 为 全 反射 临界 角 (critical angle) ， 用 9. 表示 ， 有 
Ё 
6: = аншіп. [22 (6-62) 
Ne 
当 0,20. 时 sinb,=1， 此 时 媒质 分 界面 处 会 发 生 全 反射 。 
上 述 情况 只 有 当 e < se, 时 才 有 意义 。 因 此 ， 全 反射 只 能 在 入 射 角 大 于 等 于 临界 角 ， 且 
电磁 波 由 光 密 媒质 到 光 朴 媒质 传播 时 出 现 ， 
全 反射 现象 在 工程 实际 中 有 很 多 应 用 。 例 如 ， 选 用 介 电 常数 大 于 周围 媒质 介 电 常 数 的 介 
质 棒 或 纤维 作为 传播 电磁 波 的 载体 ， 在 人 射 角 大 于 临界 角 时 ， 电 磁 波 就 会 被 限制 在 介质 棒 或 
纤维 中 连续 不 断 地 在 内 壁 上 全 反射 ， 使 携带 信息 的 电磁 波 沿 W 字形 路 径 由 发 送 端 传播 到 接 
收 端 ， 达 到 通信 的 目的 ， 如 图 6-17 所 示 。 这 就 是 光纤 等 介质 波导 的 工作 原理 。 
当然 ， 在 有 些 情况 下 全 反射 现象 也 会 带 来 不 利 的 影响 。 例 如 ， 示 波 器 中 电子 枪 射出 的 电 
子 束 打 到 荧光 屏 玻 璃 层 内， 如 图 6-18 所 示 ， 由 于 光 在 玻璃 与 空气 的 分 界面 上 发 生 全 反射 ， 
只 有 锥 角 20. 以 内 的 光 才 能 透射 出 来 ， 其 余 的 光 被 界面 反射 回去 ， 这 就 造成 光 的 输出 大 大 降 


低 。 


ГЕЛ а> 
图 6-17 利用 全 反射 传输 电磁 波 图 6-18 SELENAY EY) 


2. 媒质 中 的 全 反射 与 金属 表面 的 全 反射 之 间 的 对 比 
对 于 理想 导体 ， 全 反射 时 
R,=-1,7,.=0 


жеж 正弦 平面 电磁 波 的 传播 动 


此 时 理想 导体 表面 将 电磁 波 全 部 反射 回 媒质 中 ， 即 电磁 波 不 会 透 人 导体 内 传播 。 
对 于 媒质 1 与 媒质 2 的 分 界 表面 ， 当 0,20, 时 sino, =l, HER cosg, = + V1-sin g = 
+j Vsin’0, -1, Ж 


1с050, — McosO, 72c0s0, F jm „5in0, -1 aFjb 


+ mcosð; + Mheosb, „созд, +, зи -1 °% + jb 
可 见 反射 系数 的 幅 值 仍然 为 1， 即 
aF A 
Ria ei 
IR, | a +tjb 


但 折射 系数 不 为 零 ， 有 
272c0s0, 
= 一 -一 一 -一 关 0 
acos0, + түүсозб, 

这 说 明 ， 此 时 的 电磁 波 除了 一 部 分 反射 回 媒质 1 中 以 外 ， 还 有 一 部 分 贴 着 分 界面 表面 传 
播 出 去 。 

3. 全 折射 一 一 无 反射 

(1) 对 于 垂直 极 化 波 ， 当 mcos, = micosb, 时 К, =0， 此 时 媒质 1 中 不 存在 反射 波 ， 电 
磁 波 全 部 进入 媒质 2 中 ， 这 种 现象 称 为 全 折射 。 此 时 有 


&; 
cosg, = 1'совӣ, = /cosg, 
т Бү» 


зіп, К е мша 
sing, v Jam 
与 此 对 应 的 人 射 角 称 为 布 儒 斯 特 角 (Brewster angle), JH gs, 表示 ， 有 
б, = arcsin At, (6-63) 
E (mi =m) 


显然 车 jv =m, oi 不 存在 。 若 a1 =e, Ж 


Oa, = arcsin /一 和 (6-64) 
Е Шш + 


即 垂直 极 化 波 只 有 在 磁 导 率 不 同 的 两 种 磁性 媒质 交界 处 才 有 可 能 发 生 全 折射 (无 反射 ) 现 
象 

(2) 对 于 平行 极 化 情况 ， 可 作 类 似 的 分 析 (请 读者 自己 推导 ) 。 

Жш =m, XEN R, =0 的 布 侨 斯 特 角 为 


| artan [22 (6-65) 
NE +e Хе 
即 对 于 一 般 媒质 而 言 ， 平 行 极 化 波 总 会 在 某 个 角度 上 发 生 全 折射 (无 反射 ) 现象 . 
光学 上 又 将 全 折射 时 的 人 射 角 称 为 偏振 角 ( роїагігабоп angle) 。 在 工程 实际 中 ， 可 以 利 
用 测量 布 儒 斯 特 角 来 测量 介质 的 介 电 常 数 ， 也 可 以 利用 布 侍 斯 特 角 提取 人 射 波 的 垂直 极 化 分 


量 。 因 为 任意 方向 的 极 化 波 都 可 分 解 为 垂直 极 化 波 分 量 和 平行 极 化 波 分 量 的 又 加 ， 当 这 种 电 


Ows = arcsin 


Со тизшшзашины 


磁 波 以 角度 9, 人 射 到 分 界面 时 ， 透 射 波 中 只 有 垂直 极 化 波 分 量 ; 当 以 角度 0.， 入射 到 分 界 
面 时 ， 透 射 波 中 只 有 平行 极 化 波 分 量 ， 当 以 角度 gw 入射 到 分 界面 时 ， 反 射 波 中 就 只 有 垂直 
极 化 波 分 量 了 。 

例 6-16 已 知 一 频率 为 300MHz 的 垂直 极 化 波 E; =12e A е V/m 以 20° 的 人身 
角 分 别 由 (1) 空气 斜 入 射 到 某 介质 中 ; (2) 介质 斜 入 射 到 空气 中 。 设 介质 无 损耗 ， 其 他 电 
磁 特性 参数 为 es, =81, и, =1， 试 分 别 计算 两 种 情况 下 电磁 波 的 反射 系数 、 折 射 系 数 、 全 反 


射 时 的 临界 角 以 及 反射 波 电场 和 折射 波 电场 。 
解 (1) 电磁 波 由 空气 e, =в,, ш =д„ 斜 人 射 到 介质 £ = 8160, p =p 中 


由 斯 耐 尔 折射 定律 有 


sing, = эше, = LE!ging, = ——sin20° = 0.038 
v më 


可 得 反射 角 0, = Ө, =20"， 折 射 角 为 6 =2. 18°. 
代入 式 (6-57) JEH m =m, m= ишш 


Ea 
_ тһсозб, — 1050,  cos20° ~ 9cos2. 18° 


= = =-0.811 
Mcosb, +7сов0,  cos20° + 9cos2. 18° 
2т];совб, е; 
va 12080; ы 2cos20 = 0.189 
Mcos0, + зүсовё,  cos20° + 9cos2. 18° 
空气 与 介质 中 的 波 数 分 别 为 


2т x3 x 10° 
ki = 2af Jms, = т ЗЕ = 2mrad/m， 


kin 2af де, = 2310-9 = 18mradym 
3х10' 
由 Ё, =, È., E =T, 局 ,可 写 出 人 射 波 电场 、 反 射 波 电场 和 折射 波 电场 分 别 为 
E = Be e = 12е 59906 V/m 


E, = Бент? е = 9,732675 e, V/m 


E, Ре Беннет) e, = 2.268919 V/m 

注意 观察 会 发 现 : 

O 入 射 波 、 反 射 波 和 折射 波 电 场 均 含 有 相同 的 因子 e”'“， 这 与 “电场 强度 沿 分 界面 
的 切 向 分 量 总 是 连续 ”的 结论 是 一 致 的 。 

© 各 电场 的 :方向 因子 不 同 ， 这 与 两 种 介质 分 界面 处 “电场 强度 的 法 向 分 量 一 般 不 连 
续 ” 的 结论 相符 。 

图 分 界面 处 , 反射 波 电 场 与 折射 波 电 场 的 大 小 均 小 于 入 射 波 电 场 ， 反 射 波 电 场 与 人 射 
波 电场 相位 相差 180* ， 折 射 波 电场 与 人 射 波 电场 相位 相同 。 这 与 两 种 介质 分 界面 垂直 入 射 
时 相似 ， 即 人 射 波 的 能 量 一 部 分 穿 过 介质 分 界面 透 入 到 介质 内 部 传播 ， 另 一 部 分 则 被 介质 表 
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面 反射 回来 。 

(2) 当 电 磁 波 由 介质 s =81s。、p =д„ 斜 人 射 到 空气 е, = co、/ = 中 时 ， 电 磁 波 是 
由 光 密 介质 到 光 琉 介质 传播 。 

由 式 (6-62) 可 求 得 全 反射 临界 角 为 


0, = агоіа [22 = алоіа 1. = 6.38° 
Р 81 


此 时 ө, =20° > b.， 因 此 电磁 波 发 生 了 全 反射 。 由 斯 耐 尔 折射 定律 可 得 


sing, = 12110, = VBisin20。= 3.08 > 1 
HaE2z 


FE (sin0,)? + (сов)? = 1 可 见 ，cosb, 应 为 虚数 ， 即 соз, = + Vi- (sinb) = 
+j2.91， 代 入 式 (6-57) JF m = т тъ = то 可 得 到 反射 系数 和 折射 系数 分 别 为 
En 
_ 12008, ~ Meosb, _ 9cos20° F j2.91 | geraro 
7 соз, + m,cosð, 9cos20° +j2.91 ` 
_ ___2тсозб, _ __18соз20° 
7 тысозб, + созӣ, 9cos20° + j2. 91 


= 1.8967% 


由 È,=R, ÈE, Ё,=Т,Ё,, k, =18ттай/т, k, =2ттай/т, ЗХ сов, = -j2.91， 写 出 
人 射 波 电场 、 反 射 波 电场 和 折射 波 电场 分 别 为 


E= Ee Peitot а = 12609808606 V/m 


E, = Eeee, = 12e PE eiS e, V/m 


E, = Eeten = 22, 6Ве 7 e imee, V/m 

观察 上 述 表 达 式 可 见 : 

Ф 入 射流、 反射 波 和 折射 波 电场 均 含有 相同 的 因子 e 79:28, е. 
与 前 一 种 情况 类 似 。 ы ү 

@ 由 于 6% =20° > 6.， 因 此 发 生 了 全 反射 ;在 分 界面 处 ， „кшз н, 
电场 与 人 射 波 电场 大 小 相同 ， 相 位 相差 38. 04° 

© 与 导体 表面 发 生 的 全 反射 不 同 的 是 ， жална Ы 
折射 波 电场 ;而 且 折射 波 电场 是 人 射 波 电场 的 1.89 倍 ， 相 位 相差 ”图 6-19 表面 折射 波 
19.02。。 

@ 折射 波 中 不 含 e-“ 因 子 ， 而 是 包含 e-” 六 因子 ， 这 说 明 介 质 2 中 的 电磁 波 没 有 z 方 
向 的 传播 分 量 但 是 却 有 沿 着 平行 于 介质 分 界面 x 方向 的 传播 分 量 ， 从 这 个 角度 上 可 以 说 折射 
角 为 90°; 而 折射 波 ( 见 图 6-19) PE e MAF, етану дарена вш 
内 沿 法 向 按 指数 规律 衰减 。 即 折射 波 电场 只 在 靠近 分 界面 的 一 薄 层 内 贴 着 分 界面 传播 ， 一 - 
称 这 种 波 为 表面 波 。 

此 时 介质 2 的 等 效 阻抗 ms = тусозё, = – }2.91т„ 是 纯 虚 数 ， 具 有 电抗 的 性 质 。 由 电路 


(2 тававчашика 


理论 已 知 ， 在 交流 电路 中 ， 虽 然 通 过 电抗 的 平均 功率 为 零 ， 但 其 中 仍然 有 电流 流 过 ， 而 且 其 
电流 或 电压 有 时 会 大 于 主 回路 的 电流 或 电压 。 这 里 的 折射 波 电场 强度 即 大 于 入 射 波 电场 强 
度 ， 可 见 路 论 与 场 论 的 结论 是 一 致 的 。 

应 用 光纤 波导 传输 信号 时 ， 由 于 外 部 介质 中 存在 表面 波 ， 因 此 要 在 光缆 外 层 加 装 金 属 外 
ЖЮ ТУШ 

例 6-17 一 频率 为 300MHz、 电 场 强度 有 效 值 为 10V/m 的 右 旋 圆 极 化 平面 波 以 60" 入 射 
角 自 空气 (sn =1, да =1) 向 媒质 (sa=9, He =1) 斜 人 射 。 试 求 反射 波 、 折 射 波 的 表示 
式 及 其 极 化 特性 。 

解 ” 设 媒质 分 界面 仍然 为 XOZ 平面 。 与 上 面 例 6-16 不 同 的 是 这 里 的 电场 不 再 是 线 极 化 
(单一 方向 ) 而 是 圆 极 化 。 按 照 香 加 定理 可 将 其 分 解 成 两 个 线 极 化 波 分 别 求解 。 

由 给 定 的 频率 及 媒质 参数 可 求 得 空气 中 的 相位 常数 为 

2af _2тх3х10* 


由 于 入 射 角 为 60。， 故 由 е, = sinbie. + cosbie, 可 得 
‚ = h(aing,e, + совӯе,) = ШЕЛ PES jaam 
2% *7% 


设 其 电场 为 


Е, = (Е, + jE)e 
已 知 电磁 波 为 电场 强度 有 效 值 10V/m 的 右 旋 圆 极 化 波 ， 如 图 6-20а 所 示 ， 为 简化 分 析 
设 电场 强度 复 矢 量 的 虚 部 为 -y 坐标 方向 ， 即 E, = - 10e,， 实 部 方向 与 人 射 波 传播 方向 垂 
直 ， 即 


Е, = 10(созбуе, - sing,e,) = (Le Be ) Vm 
29756 
故 入 射 波 电场 可 表示 为 
k, =10( Le, -Êe -je Je ED V/m 
ъа 
由 此 可 将 该 入 射 波 分 解 为 一 个 垂直 极 化 波 和 一 -个 平行 极 化 波 ， 分 别 表示 如 下 : 
E, = joe e, V/m 


È, = 5(е, ~ Be, )e "= үлт 
由 斯 耐 尔 折射 定律 有 


v 
віп, = —sing, = ~= sin9, = —sin60° = 


” vine 
М o —у——_ 033 
可 得 反射 角 Ө, = 9 =60°, HAH 6, =16.8°, созб, = V1 -sin Ө, ==. 


6 
以 下 分 别 对 电场 的 两 个 极 化 分 量 进 行 分 析 : 
1) 垂直 极 化 波 分 量 产生 的 反射 与 折射 。 由 于 垂直 极 化 波 电场 是 单一 方向 的 场 ， 因 此 其 


vms ， 1 好 
6 


веж 正弦 平面 电磁 波 的 传播 


反射 波 电场 和 折射 波 电场 均 为 同一 方向 不 变 ， 比 较 容易 求 得 。 
Топоз 可 得 到 反射 系数 和 折射 系数 分 别 为 
En 

_ meosð; ~ тсоз0, _ созё, ~ созӣ, _ 1/2 -3( 33/6) __ 0.703 
1 < т„созбё, + созӣ, созӣ, + Зсовӣ, 1/2 +3( /33/6) 


HR (6-57) Ж т =. т = 


А 2л,созб, 2сов0, 1 _ 
+ 7 macos; + созӣ, соз, +3со5б 1/2+3(V33/6) _ 
媒质 中 的 波 数 为 


10 х3 
hı = 2mf Ve = а = бттай/т 
х 


k, = 所 (single + созйе,) = (2. $ La) = (Зе, + V33e,)rad/m 


h E,=R, E, E =T, Б, 可 写 出 垂直 极 化 人 射 波 电场 、 反 射 波 电场 和 折射 波 电场 分 
别 为 


Ё, = - 10е "бе V/m 


Е, = Be hws, = j7.03e- de, V/m 


E, = Бено) е _ j2.97e m/e V/m 
2) 平行 极 化 波 分 量 产生 的 反射 与 折射 。 对 于 平行 极 化 波 ， 有 
Ros 1С080, — macosb， Р 3соѕ6, – созӣ, К 3/2 - 33/6 Sisi 
“© meosð; + mcosð, 3cosð; + cosg， 3/2 - V33/6 


272c0s0, 2совб, 1 
Т, = = = = 0.407 
micosbi + mcosð, 3с050; + cosg， 3/2 + /33/6 
平行 极 化 人 射 波 电场 方向 与 分 界面 法 向 相交 60* ， 如 图 6-20a 所 示 ， 反 射 波 电 场 和 折射 
波 电场 除了 数值 发 生变 化 ， 方 向 也 要 相应 的 改变 ， 这 与 反射 角 和 折射 角 对 应 ， 如 图 6-20b 所 


示 。 故 有 


Ey,= ю(2, бе)” уу 
2° х 


B= Вето saa le _б, м 
2° 2° 


Е, = Ееее) 二 «о V3 -Be |“ иа 
6 6 
ЖЕТЕЛИ ЖАШИГИНЕ {Т А 90, ТЙС) НЫ ВВЕ 
Е, = E, +Ё„, = [—1.1(е, + Зе,) + j1. 03e, ]e™ V/m 


È, = E, +Ё„ = [0.68( /33е, -V3e,) - j2.97e,Je E+/ V/m 


Є 工程 电磁 场 与 电磁 波 基础 


利用 左 、 右 手法 则 ， 由 图 6-20e 可 判断 ， 右 旋 圆 极 化 人 射 波 的 反射 波 为 左旋 椭圆 极 化 
W, 折射 波 为 右 旋 椭 圆 极 化 波 。 


a) 有 族 因 极 化 波 b) cs-eEXen 6) еее 
图 6-20 РАНИЕРА ЛЕ 


习题 6 


6-1 已 知 自由 空间 中 电磁 波 的 电场 强度 表达 式 Е = 50cos(6m х 10% - Bx)e,V/m 。(1) 试问 此 波 是 否 
是 均匀 平面 波 ? (2) 求 出 该 波 的 频率 、 波 长 、 波 速 、 相 位 常数 和 波 传播 方向 ， 并 写 出 磁场 强度 的 表达 式 ; 
(3) HTE x = xo 处 水 平 放 置 一 半径 尽 =2. Sm 的 圆 环 ， 求 垂直 穿 过 圆 环 的 平均 电磁 功率 。 


62 已 知 真空 中 电场 强度 Ё, = Escosk(z - ct)e, + Eosink(z - ct)e,, 式 中 = 2m/M = w/e 。 试 求 : 
(1) 磁场 强度 和 坡 印 廷 矢量 的 瞬时 值 ; (2) 对 于 给 定 的 z 值 ， 确定 电场 强度 随时 间 变 化 的 轨迹 ;(3) 平均 
Жр. 

6-3 ”均匀 平面 电磁 波 的 磁场 强度 的 振幅 为 3rA/m， 以 相位 常数 30rad/m 在 空气 中 沿 -z 方 向 传播 。 当 上 
=0、z =0 时 ， 磁 场 强度 最 大 。 若 磁场 取 - e 方向 ， 试 写 出 电场 强度 和 磁场 强度 瞬时 值 表 示 式 ， 并 求 出 频 
率 和 波长 。 

6-4 在 自由 空间 中 ， 某 电磁 波 的 波长 为 0. 2m。 当 该 波 进入 到 理想 电介质 后 ， 波 长 变 为 0.09m。 设 е, 
=1， 试 求 上 及 在 该 电介质 中 的 波 速 。 

65 海水 的 y=4S/m，s, =81， 求 频率 分 别 为 10kHz、100kHz、1MHz、10MHz、1GHz 的 电磁 波 在 海水 
中 的 波长 、 训 减 常数 和 本 征 阻 抗 。 

6-6 均匀 平面 电磁 波 频率 为 100MHz， 从 空气 正人 射 到 = = 0 理想 导体 平面 上 ， 设 入 射 波 电场 沿 y 方 
向 ,振幅 为 E。=6 x 10?V/m， 试 写 出 : (1) 人 射 波 的 电场 和 磁场 瞬时 值 表 达 式 ; (2) 反射 波 的 电场 和 磁场 
瞬时 值 表达 式 ; (3) 空气 中 合成 波 的 电场 和 磁场 咀 时 值 表达 式 ; (4) 空气 中 离 理想 导体 表面 第 一 个 电场 波 
腹 点 的 位 置 。 


67 已 知 理想 介质 中 均匀 平面 电磁 波 电场 强度 瞬时 值 为 忆 (x,t) = sin(18r х10% -Fe Vm ， 试 求 


磁场 强度 的 瞬时 值 、 平 面 电磁 波 的 频率 、 波 长 、 相 速 及 能 流 密 度 。 

6-8 频率 为 00MHz 的 正弦 均匀 平面 电磁 波 ，E = Eoe,， 在 е, =4, и, =1 的 理想 介质 中 向 +x 方向 传 
播 。 当 :=0、x =0.125m 时 ,电场 等 于 其 最 大 值 为 10“V/m。 (1) 求 电磁 波 的 波长 、 相 速 和 相位 常数 ; 
(2) 写 出 电场 强度 和 磁场 强度 的 瞬时 表达 式 ;，(3) 求 出 := 10“s 时 ， 电 场 强度 为 最 大 正 值 的 位 置 。 

6-9 某 电 台 发 射 600kHz 的 电磁 波 ， 在 离 电台 足够 远 处 可 以 认为 是 平面 波 。 设 在 某 一 点 a， 某 瞬间 的 电 
场 强度 为 10“V/m， 求 该 点 瞬间 的 磁场 强度 。 若 沿 电 磁 波 的 传播 方向 前 行 100m， 到 达 另 一 点 5， 问 该 点 要 
BEDA, FRH 10“Ү/т 电场 。 

610 ” 设 真空 中 平面 波 的 磁场 强度 眠 时 值 为 吾 (y,z) = 2. 4mcos(6r x 10“ + 2лгу)е,А/т ， 求 该 平面 波 的 频 
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率 、 波 长 、 相 位 常数 、 相 速 、 电 场 强度 复 矢量 及 能 流 密度 。 

6-11 ” 当 频 率 分 别 为 10kHz 与 10GHz 的 平面 电磁 波 在 海水 (y=4S/m, e, =81) 中 传播 时 ， 求 此 平面 
电磁 波 在 海水 中 的 传播 常数 、 波 长 、 相 速 及 特性 阻抗 。 

6-12 ”由 导电 媒质 中 均匀 平面 电磁 波 的 传播 特性 说 明 集 肤 效应 、 涡 流 、 交 流 电阻 、 邻 近 效应 与 电磁 屏 
项 等 概念 。 

6-13 ”为 了 抑制 无 线 电 干扰 室内 电子 设备 ， 计 划 采 用 厚度 为 一 层 钢 皮 包 衷 该 室 ， 设 钢 的 电磁 参数 为 人 
=H，e=eo，y =5.8 x10"S/m。 若 要 求 屏蔽 的 频率 是 10kHz ~ 100MHz， 钢 皮 的 厚度 应 是 多 少 ? 

6-14 ”微波 炉 利用 磁 控 管 输出 的 2.45GHz 的 微波 加 热 食品 。 在 该 频率 上 ， 和 牛排 的 等 效 复 介 电 常 数 =. = 


4080, 复 介 电 常数 的 损耗 角 正 切 tan5. = tan Z =0.3。 (1) 求 微波 传人 牛排 的 透 和 深度， 在 牛排 内 8mm 处 


的 微波 场 强 是 表面 处 的 百 分 之 几 ; (2) 微波 炉 中 盛 牛 排 的 盘子 是 用 发 泡 聚 茉 乙烯 制 成 的 ， 其 等 效 复 介 电 常 
数 和 损耗 角 正切 分 别 为 es =1.03s。，tan8。 =3 x10“。 说 明 为 何 用 微波 加 热 时 牛排 被 烧 熟 而 盘子 并 没有 被 
烧毁 。 

6-15 ”如 果 要 求 电子 仪器 的 铝 (=l, у = 3.54 х 10'S/m) MEEDA S 个 透 人 深度， 为 防止 
20kHz ~200MHz 的 无 线 电波 干扰 ， 铝 外 壳 应 取 多 厚 。 


616 真空 中 一 平面 电磁 波 的 电场 强度 为 E =VZ (е, +је,) e- 字 V/m， 此 电磁 波 是 何 种 极 化 ? 旋 向 如 
何 ? 写 出 对 应 的 磁场 强度 复 矢量 。 

617 设 媒质 1 为 自由 空间 ， 媒 质 2 的 参数 为 sa =8.5, ja =1 Ау, =0。 波 由 自由 空间 正人 射 到 媒质 
2, 在 两 区 的 平面 分 界面 上 和 人 射 波 电场 的 振幅 为 2 x 10V/m， 求 反射 波 和 折射 波 电场 和 磁场 的 振幅 。 

6-18 ”一 均匀 平面 电磁 波 从 自由 空间 正人 射 到 半 无 限 大 的 理想 介质 表面 上 。 已 知 在 自由 空间 中 ,合成 
波 的 驻 波 比 为 3， 理 想 介质 内 波 的 波长 是 自由 空间 波长 的 1/6， 且 介质 表面 上 为 合成 电场 最 小 点 。 求 理想 介 
质 的 相对 磁 导 率 和 相对 介 电 常数 。 


6-19 已 知 正弦 平面 电磁 波 的 人 射 波 电场 ,= [ (3e。 +4e,) + }(бе, – Ве, ) Je ™ V/m 由 空气 垂直 人 射 


到 位 于 z=0 的 无 限 大 理想 导体 板 上 ， 试 ， (1) 确定 该 人 射 波 电 场 的 极 化 状态 ; (2) 求 反射 波 电 场 E,， 说 
明 其 极 化 状态 。 

6-20 ” 右 旋 圆 极 化 平面 电磁 波 自 真空 沿 +z 方向 向 位 于 z=0 平面 的 理想 导体 平面 垂直 投射 ， 若 其 电场 
强度 的 有 效 值 为 ge， 试 求 : (1) 电场 强度 的 瞬时 形式 及 复数 形式 ; (2) 反射 波 电场 强度 的 表示 式 ; (3) 理 
想 导体 表面 的 电流 密度 。 


6-21 已 知 正弦 平面 电磁 波 的 人 射 波 电场 E, = (бе, +j8e,)e V/m 由 空气 垂直 人 射 到 位 于 z =0 的 无 限 


大 理想 导体 板 上， 试 :(1) 确定 该 人 射 波 电场 的 极 化 状态 ;(2) 求 反射 波 电场 E, 及 其 极 化 状态 ; (3) Ж 
合成 波 电场 并 说 明 合成 波 的 特性 。 

6-22 在 设计 对 潜艇 通信 时 ， 必 须 考虑 海水 是 一 种 良 导体 。 为 了 使 通信 距离 足够 远 ， 请 就 下 面 两 个 问 
题 给 出 你 的 设计 方案 。(1) 有 两 种 不 同 频率 o 和 ш, 的 发 射 机 和 接收 机 ， 且 w > wa ， 请 问 选择 哪 种 频率 的 
通信 设备 ? 为 什么 ? (2) 有 两 种 不 同 接收 特性 的 天 线 可 供 选 择 ， 其 中 天 线 1 对 电场 敏感 ， 天 线 2 ЯШИК 
感 ， 选 择 哪 种 天 线 作为 通信 的 接收 天 线 ? 为 什么 ? 

623 ” 设 飞机 地 面 导 航 雷达 的 本 征 阻抗 与 空气 相同 ， 雷 达 的 中 心 工作 频率 为 5GHz。 为 保护 雷达 天 线 的 
清洁 ， 通 常 覆 加 一 个 非 磁性 塑料 天 线 罩 ， 其 相对 介 电 常数 为 3。 为 使 雷达 天 线 工作 时 无 反射 波 ， 天 线 单 的 
厚度 应 为 多 少 ? 

624 ”已 知 天 线 畦 的 相对 介 电 常数 e, =2.8， 为 消除 频率 为 3GHz 的 平面 波 的 反射 ， 试 求 : (1) 介质 层 
的 厚度 ;(2) 若 频 率 提高 10% 时 产生 的 最 大 驻 波 比 〈 天 线 单 的 两 侧 的 媒质 可 以 当做 空气 ) 。 


(% тязшазтшижша 


625 “ 当 平 面 波 向 位 于 空气 中 厚度 为 d 的 无 限 大 介质 斜 投射 时 ， 若 介质 层 的 介 电 常 数 为 =， 入射 角 为 
6， 试 求 介 质 中 以 及 空气 中 的 折射 角 。 


626 已 知 平面 波 的 电场 强度 为 E= [(2+j3)e, +46, +2e,] 692724 Y/m， 试 判断 该 电磁 波 是 否 是 
ТЕМ 波 ， 确 定 其 极 化 特性 ， 并 求 出 传播 常数 k。 


627 BUE аас k = 7 (е, +e,)， 其 电场 强度 的 振幅 为 3/3 V/m， 极 化 


于 z 轴 方向 。 试 求 电场 强度 及 其 磁场 强度 的 瞬时 表达 式 。 

6-28 ” 当 平面 波 向 理想 介质 边界 斜 投射 时 ， 试 证 布 侨 斯 特 角 与 相应 的 折射 角 之 和 为 mw/2。 

629 ” 当 平面 波 自 空气 向 无 限 大 的 介质 平面 斜 投射 时 ， 若 平面 波 的 电场 强度 振幅 为 1V/m， 信 射 角 为 
60° ,介质 的 电磁 参数 为 e, =3, д, =1， 试 求 对 于 水 平和 垂直 两 种 极 化 平面 波形 成 的 反射 波及 折射 波 的 电场 
振幅 。 


630 ” 当 均 匀 平 面 波 由 空气 向 位 于 z=0 的 理想 导体 表面 余人 射 时 ， 已 知人 射 波 电场 强度 Е, = 
10e -he* e V/m, WR: (1) 平面 波 的 频率 ; (2) 入 射 角 ; (3) 反射 波 的 电场 强度 和 磁场 强度 ; (4) 空 
气 中 的 合成 场 及 能 流 密度 矢量 。 

6-31 “理想 介质 中 有 一 均匀 平面 电磁 波 沿 z 方 向 传播 ， 其 频率 =2m x10?rad/m。 当 4=0 时 z=0 处 的 
电场 强度 为 其 振幅 2mV/m。 求 当 := 1hs 时 ,在 z=150.025m 处 的 电场 强度 矢量 、 磁 场 强度 矢量 及 坡 印 廷 矢 
量 。 已 知 介质 的 参数 为 s, =4, m = 1。 


632 已 知 空气 中 一 均匀 平面 电磁 波 的 磁场 强度 复 矢量 为 有 (ле, +2 бе, +4е,) e“ A/m, W 
ж: (1) 常数 4; (2) 波长 、 传 播 方 向 单位 矢量 及 传播 方向 与 = 轴 的 夹 角 ; (3) 电场 强度 复 矢量 。 


633 ” 若 真 空中 正 终 电磁 场 的 电场 的 复 矢量 为 Е = ( -je, -2e +jy3e,) e PHE уут, R: (1) 
电场 强度 的 瞬时 值 ;(2) 磁感应 强度 的 复 矢量 ; (3) 复 能 流 密度 矢量 。 
6-34 “假设 真空 中 一 均匀 平面 电磁 波 的 电场 强度 复 矢量 为 


È = (зе, 35е)" була 
Ж: (1) 电场 强度 的 振幅 、 波 矢量 和 波长 ; (2) 电场 强度 和 磁场 强度 的 瞬时 表达 式 。 
635 有 一 介 电 常数 > so 的 介质 棒 ， 欲 使 电磁 波 从 棒 的 任 一 端 以 任何 角度 射 人 都 被 限制 在 该 棒 之 内 ， 
直到 该 波 从 另 一 端 射出 ， 试 求 该 棒 相 对 介 电 常 数 e, 的 最 小 值 。 


636 “已 知 平面 电磁 波 的 人 射 波 磁场 为 Н = 10е ”erA/m。 现 电磁 波 由 参数 为 es =1.96, pa =1, 
у =0 的 半 无 限 大 介质 中 斜 人 射 到 位 于 z =0 的 空气 中 ， 试 : (1) 确定 该 人 射 波 的 和 人 射 角 ө: (2) RANE 
的 频率 、 波 长 、 相 位 常数 和 波 速 ; (3) 该 电磁 波 能 否 全 部 折 入 空气 中 ? 说 明 原因; (4) 该 电磁 波 能 否 全 部 
反射 回 介质 中 ? 说 明 原因 。 


第 7 章 
导 行 电磁 波 


前 面 一 章 讨论 了 电磁 波 在 无 限 大 或 半 无 限 大 介质 中 传播 时 所 遵循 的 规律 。 而 在 实际 当 
中 ， 任 意 一 种 介质 所 占据 的 空间 都 是 有 限 的 ， 电 磁 波 也 是 在 有 限 的 空间 中 传播 的 。 工 程 上 将 
束缚 和 引导 电磁 波 在 有 限 的 空间 中 传播 的 装置 称 为 导 波 系统 ， 简 称 波导 。 波 导 通常 包括 平行 
双 线 、 同 轴线 、 带 状 线 、 微 带 线 、 甜 形 波导 、 消 波导 、 贺 波导、 椭圆 波导 、 介 质 波导 等 ， 如 
图 7-1 所 示 。 


СТРА 


平行 双 线 同 轴线 介质 波导 


LLE 


EERI тин» 光纤 


由 此 ， 电 磁 波 可 分 为 在 自由 空间 中 传播 的 自由 空间 波 和 在 导 波 系统 中 传播 的 导 行 电 磁 
波 。 本 章 讨论 导 行 电磁 波 在 波导 中 的 传播 规律 。 


7.1 ТЕМ 波 、TE 波 、TM 波 


波导 是 引导 电磁 波 沿 一 定 方向 传输 的 装置 ， 所 以 导 行 电磁 波 总 是 沿 一 定 方向 传播 。 通 党 
将 电磁 波 传播 的 方向 称 为 纵向 ， 与 电磁 波 传播 方向 相 垂 直 的 方向 称 为 横向 。 为 分 析 方便 ， 建 
立 广义 直角 坐标 系 (u, v, 2), B (u, о) 为 横向 坐标 ，z 为 纵向 坐标 ， 如 图 7-2 所 示 ， 图 
中 波导 的 横 截 面 形 状 是 任意 的 ， 但 沿 纵向 是 均匀 不 变 的 。 
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波导 中 的 电场 和 磁场 可 由 横向 分 量 和 纵向 分 量 合成 ， 表 
示 为 

E(u,v,z) = E,(u,v,z) + E,(u,v,z) = Е, + Ее, (7-1) 

H(u,v,z) = H,(u,v,z) + H,(u,v,z) = H, + Н,е, (7-2) 
RH, Е,, Н, 为 电场 和 磁场 的 横向 分 量 ; E,、H, 为 相应 场 变 
量 的 纵向 分 量 。 

根据 纵向 场 分 量 的 有 无 ， 导 行 电磁 波 可 分 为 以 下 3 种 传 
播 波 型 ， 也 称 3 种 模式 (简称 模 ) : 图 7-2 任意 横 截面 形状 的 波导 

1) ТЕМ: Е,=0, Н, =0. 

2) ТЕЎ, KX H ùk: Е, =0, Н, 0. 

3) TM ùk, EIH EW: Е, 70, Н, =0. 

下 面 根据 波导 的 特性 分 析 以 上 3 种 波 的 电场 、 磁 场 分 量 关系 。 

为 简单 求解 ， 可 假设 波导 内 的 介质 是 均匀 、 线 性 且 各 向 同性 的 ， 即 ae、 为 常数 ， 波 导 
远离 场 源 且 为 无 限 长 。 

若 波导 内 的 电磁 场 为 正弦 电磁 场 ， 则 场 满足 麦克 斯 韦 方程 ， 其 中 的 两 个 旋 度 方程 可 重新 
写 为 如 下 形式 : 


VxE= Ух (Е, + Е,е,) =- јәш(Н, + Н,е,) (7-3) 
VxH= Vx (Н, + Н,е,) = јог (Е, + Е,е,) (7-4) 
将 算 符 Y 分 解 为 横向 和 纵向 两 部 分 
四 К 
V= V+ zt (7-5) 
HR (7-5) RAR (7-3), R (7-4) 中 ,并 令 纵向 分 量 和 横向 分 量 分 别 相等 ， 可 得 
到 

Vx E, = - јорнН,е, (7-6) 

дЕ, 
Ух Ее, +e, x іН (7-7) 
Ух Н, = jweE,e, (7-8) 

ән, 
Ух Н,е, + е, х—— = jwsE, (7-9) 

дг 


将 式 〈77) WARR е, х®-, Ж (79) WAR јан, TRA Н, 的 项 消去 ， 引 用 
前 面 第 5 章 定义 的 物理 量 忆 =the， 得 到 
(е +95) = YE + jue, x VM) (то) 
92 д: 
同 理 可 得 
(e + è = V.H, - јос(е, x WE.) (1-11) 
R (710). È (7-1) 说 明 ， 在 导 波 系统 中 电磁 场 的 横向 分 量 可 以 由 纵向 分 量 完全 
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确定 。 
将 式 (7-6) 两 边 作 .x 运算 ,得 到 
Vx VxE, = - jopV,x Н,е, (7-12) 
对 于 式 (7-12) 左边 应 用 矢量 恒等式 Vx УХА = V( VW. 4) - VARF, 可 得 
Vx VxE = V(V:E)- VE, =-v 人 (3 二 2]- VE, 


HFR (7-12) 右边 ， 应 用 式 (79), 有 


ән, HE, а 
- још, х Н,е, = - ju (joeE, = ВЕ +57 WE, 
可 得 
2 
(v+ ZJE +E, = 
az 
即 
VE, + ГЕ, =0 (7-13) 
同 理 可 求 得 
VH, + ÈH, = 0 (7-14) 


R (7-13), Җ (7-14) BRAWE F РИН A A E KAER H FE 
对 式 (7-11) 两 边 作 Wx 运算 ， 并 应 用 式 (7-10) ， 消 除 含有 Н, 的 项 ， 得 到 

VE, + ВЕ, =0 (7-15) 
同 理 可 求 得 

ун, + ÈH, =0 (1-16) 
Җ (7-15), Җ (7-16) НО Р АТАА E ОГ RE 
电磁 波 沿 +z 方 向 传输 ， 空 间 波 动因 子 为 e 了， 则 有 

e +2, = Рау (7-17) 
那么 ， 由 式 (7-10), X (7-11) 可 求 得 导 波 系统 中 场 的 横向 分 量 和 纵向 分 量 之 间 的 关 
RWF: 


= glg VE + joule, x va.)] (7-18) 
lja . 
н,= [5 УН, - josle, x VE] (7-19) 


Җ (7-18), Җ (7-19) 的 右边 都 是 纵向 场 分 量 ， 左 边 为 横向 场 分 量 。 将 式 〈7-18) 、 式 
(7-19) 在 广义 坐标 系 中 展开 ， 就 可 以 得 到 横向 场 分 量 和 纵向 场 分 量 的 关系 。 讨 论 如 下 ; 


1) 在 直角 坐标 系 下 ， 横 向 坐标 (u, o) 为 (x, y), V= V, + е, е +e, +2 
д: дх ду д: 
， 
ӊ„#-® 59, 则 得 出 横向 分 量 和 纵向 分 量 的 关系 式 如 下 : 
1 1 ôE, ӘН, 
(н к 
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2) 在 柱 坐 标 系 下 ， 横 向 坐标 《u,v) X (r, Ф), 则 WV= V, +e, Č 


e, v= (5) + а + 2， 则 得 出 横向 分 量 和 纵向 分 量 的 关系 式 如 下 ; 
д: ror ar) Pap ә? 


„__1( ə, .waf, 
A iE] 
Bi СА 
BN таф or 

_ 1/.weoE, ӘН, 
splita) 
1 ðE, у Ән, 
в, (ое + ЕС) 


(7-20Ь) 


(7-20с) 


(7-204) 


ð 


6. — te 一 一 十 
* тәф 


(7-21а) 


(7-21Ь) 


(7-21с) 


(7-21d) 


对 于 ТЕМ ùk, Е, =0, Н,=0, RHEA (7-18), 、 式 〈7-19) ， 和 欲 使 电磁 场 存在 ， 即 E, zz 


0、H,z0， 则 必须 有 


对 于 TE 波 , E,=0, 则 有 


对 于 TM ùk, Н, =0， 则 有 


(7-22) 


(7-23a) 


(7-23b) 


(7-24a) 


(7-24b) 


由 上 述 可 知 , R (7-18)、 式 (7-19) 表示 的 是 E, 40, Н, 30 的 情形 ， 这 种 波 是 由 TE 
波 和 TM 波 的 合成 波 ， 这 种 合成 波 也 称 为 混合 波 ， 对 其 求解 可 分 别 求解 TE 波 和 TM 波 ， 然 


后 相 加 即 可 。 


7.2 均匀 传输 线 方程 及 其 正弦 稳 态 分 析 


根据 传输 波 的 不 同 ， 波 导 可 以 分 传输 ТЕМ 波 的 波导 ,传输 TE 波 、TM 波 的 波导 ， 和 传 
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输 混 合 波 的 波导 。 传 输 ТЕМ 波 的 波导 ， 通 常 包括 平行 双 线 、 同 轴线 、 带 状 线 和 微 带 线 等 具 
有 双 导 体 的 波导 ， 这 类 波导 工程 上 称 为 传输 线 ， 相 关 的 理论 称 为 传输 线 理论 ; 传输 TE 波 、 
ТМ 波 的 波导 ， 通 常 包 括 矩 形 波导 、 圆 波导 、 椭 圆 波 导 和 兰 波导 等 单 导体 构成 的 波导 ， 这 类 
波导 工程 上 称 为 金属 波导 ， 相 关 的 理论 称 为 规则 (金属) 波导 理论 ; 传输 混合 波 的 波导 通 
常 有 介质 波导 、 镜 像 线 等 。 

均匀 传输 线 是 指 传输 线 的 几何 尺寸 、 相 对 位 置 、 导 体 材 料 以 及 周围 介质 沿 着 电磁 波 的 传 
播 方向 保持 不 变 的 传输 线 ， 也 就 是 说 ， 沿 着 电磁 波 传播 方向 传输 线 的 参数 是 恒定 的 。 本 章 讨 
论 的 传输 线 均 指 均匀 传输 线 。 


7.2.1 传输线 方程 


传输 线 中 传输 的 是 TEM 波 ， 在 传输 线 上 只 存在 横向 场 分 量 ，E, =0, Н, =0， 无 法 应 用 
式 (7-18)、 式 (7-19) 求解 E,、H,。 但 由 式 (7-6) MA (7-8), A 


VxE,=- jouH.e, = 0 (7-25). 
Vix H, = jweE,e, = 0 (7-26) 
根据 矢量 恒等式 Vx УФ =0， 可 令 横向 电场 分 量 Е, 为 某 一 标量 函数 中 的 梯度 ， 即 
E, =- УФ (7-27) 
在 广义 坐标 系 下 ， 可 将 标量 函数 Ф 分 解 为 如 下 形式 : 
盏 (upiz) = Ш(г)ф(и,ь) (7-28) 


RF, U(z) 、 中 (u,v) 为 待 求 函 数 。 
将 式 (7-27)、 式 (7-28), RAR (79) 可 得 到 


H, =- Jioeu(z)dz Vo(u,v) хе, (7-29) 
将 式 (7-29) RAR (7-7) 可 得 到 
Vip(u,v) =0 (7-30) 


可 见 传输 线 中 标量 函数 Gluo) 满足 二 维 的 拉 普 拉 斯 方程 ， 与 静电 场 电 位 函数 具有 相同 
的 性 质 。 

车 将 标量 函数 Ф 视 为 ТЕМ 波 横向 电场 E, 的 电位 函数 ， 那 么 , puo) 表示 电位 函数 Ф 
在 横向 的 变化 规律 

Е, =-Ш(:) Vo(u,v) (7-31) 

式 中 ，V.$(u,v) 表示 ТЕМ 波 横向 电场 E, 的 横向 分 布 情况 ; U(z) 表示 为 TEM {ЖЕ ЫН. Е, 
沿 着 纵向 的 分 布 情况 。 

车 令 1(z) =- [jweU(z)qz ， 式 (7-26) 可 写 为 


Н, = 1(z) Vo(u,v) xe, (7-32) 

RF, Volu,v) хе, 表示 ТЕМ ЖЫШ Н, 的 横向 分 布 情况 ; 1(z) 表示 为 TEM 波 横向 磁场 
Н, 沿 着 纵向 z 的 分 布 情况 。 

参照 电路 理论 知识 。 纵 向 分 布 函 数 U(z) 、1(z) 具有 电压 和 电流 的 物理 意义 。U(z) 称 为 

模式 电压 , 1(z) 称 为 模式 电流 。 但 模式 电压 U(z) 、 模 式 电流 1(z) 并 不 等 同 于 低频 网 络 中 的 

电压 和 电流 。 实 践 证 明 ， 传 输 线 传输 电磁 波 仅 是 通过 传输 线 引导 电磁 波 的 传播 ， 而 不 是 经 过 
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导体 内 部 传递 。 
求解 传输 线 上 ТЕМ 波 的 传播 问题 实际 就 是 求解 E, 和 五,。 由 上 面 分 析 可 以 看 出 ,求解 
Е, 和 Н, 可 归结 为 求解 纵向 分 布 函 数 U(z) 、1(z) 和 横向 分 布 函 数 四 (u,v) ， 前 者 称 为 纵向 问 
题 ， 后 者 称 为 横向 问题 。 
由 式 (7-30) 可 知 , $(u,v) 满足 二 维 的 拉 普 拉 斯 方程 ,求解 传输 线 上 横向 问题 实际 就 
是 求解 二 维 静 电场 问题 可见 ， 无 论 传输 线 的 模 截面 结构 如 何 ， 均 可 利用 式 (7-30) 求解 。 
下 面 求解 纵向 分 布 函数 UCG) 、1(z) o 
HR (7-31) MR (7-32) АКА (77), Ж (7-9), 198] 
© [- (г) Vp(u,v)] 
дг 
ð [1(z) Vib(u,v) xel 


е‚х——————————— =- jweU(:) Volu, v) 
ðz 


=-jwpl(z) Vo(u,v) хе, 


整理 得 到 
aU(z) 


Vb(u,v) хе, + }шш1(:) Vb(u,v) xe,=0 


“ч Уф(и,ь) +jweU(z) Vo(u,v)=0 
: 


因为 wb (и, v) #0, 可 得 
ED jos) = (1-33a) 


a + jweU(z) = (7-33b) 

R (7-33) 称 为 传输 线 方程 ， ee 
报 方程 。 它 们 反映 了 沿线 电压 、 电 流 的 变化 
规律 。 由 上 述 分 析 可 知 ， 传 输 线 方 程 适用 于 
任意 截面 的 传输 线 。 

根据 传输 线 传 输 TEM 波 的 这 一 特点 ， 
分 析 式 (7-33) 这 两 个 方程 ， 可 以 得 到 传输 
线 的 等 效 电路 ， 如 图 7.3 所 示 。 这 是 一 个 分 чта 传输 线 分 布 参数 等 效 电路 
布 参数 电路 模型 ， 传 输 线 上 的 电压 和 电流 是 关于 位 置 z 的 函数 ， 图 中 的 R、L、G、C 是 传输 
线 上 单位 长 度 的 电阻 、 电 感 、 电 导 和 电容 。 

由 基 尔 霍 夫 定律 可 得 


Netdz) 


Ula + dz) - uo) =- ee 4 [wo aO ja 
z 


I(z + dz) -1 = Mae = [ee sO ja 
г 


整理 得 到 
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жш 


ELONE 
+ [R +1 ны: 


(7-34а) 


но 


+ [cu(z) + (7-34Ь) 


КОИ 
ðt 
通常 情况 下 ， 人 即 传输 线 上 的 电压 和 电流 是 角 频 率 为 w 
的 正弦 稳 态 信号 。 此 时 ， 式 (7-34) 可 写 为 
ш) + [R + јә) = 
9162) 
д: 
注意 ， 这 里 忽略 了 相 量 表示 式 上 的 点 。 将 方程 式 (7-33), R (7-34) 等 式 两 边 对 z 再 
微分 一 次 ， 并 令 y = (Е + jwL)(G + jwC) ， 可 以 得 到 如 下 相同 的 结果 : 


+ [G + јәС]0(2) = 


i 
сә -YU(z:)=0 (7-35a) 
a 
g Хо - уа) =0 (135b) 


式 (735) 称 为 均匀 传输 线 的 波动 方程 。Y 称 为 传输 线 上 波 的 传播 常数 ， 通 常情 况 下 为 
яй, у= Оа) (G+joC) =a+iB， 实 部 а 称 为 训 减 常数 ， 虚 部 B 称 为 相位 常数 或 
相 移 常数 。 | 

以 上 由 电路 理论 方法 得 到 用 电压 和 电流 表示 的 传输 线 方 种 ， 不 涉及 电场 与 磁场 ， 而 把 电 
路 中 电压 、 电 流 及 阻抗 等 概念 引入 传输 线 问题 ， 实 践 证 明 ， 用 场 的 方法 分 析 得 到 的 结果 和 用 
路 的 方法 分 析 得 到 的 结果 是 一 致 的 。 而 应 用 电路 理论 的 分 析 方 法 比 用 场 的 分 析 方 法 简便 。 因 
此 ， 在 许多 实际 问题 中 ， 有 关 传输 线 的 问题 总 是 用 路 的 方法 来 处 理 。 


7.2.2 正弦 稳 态 下 均匀 传输 线 方程 及 其 解 


求解 传输 线 方程 ， 就 是 求解 传输 线 的 波动 方程 。 波 动 方程 式 (7-35) 是 二 阶 齐 次 常 微分 
方程 ， 其 通 解 为 
U(z) = Ale™ + Ае" 
1(z) = Aye™ + Ае” 


求解 可 得 
Ula) = Ае" + Ауе" (1-36a) 
Ia) = 10де" - Aye”) (7-36Ь) 
Zo 
„ _ [К+ 
式 中 ，Zo = G+ joC? Ais А, 为 待定 常数 。 


由 式 (7-36) 可 以 看 出 ,传输 线 上 任意 一 点 的 电压 Ul) 为 he 与 te 之 和 ， 其 中 
he 表示 沿 着 +z 方向 传播 的 电磁 波 ， 称 为 和 射电 压 ; 4,e” 表 示 沿 着 -z 方向 传播 的 电磁 


А | TS 
0, Мона, RR HERAUD Aer еа, Hh TRA 


(1 тнвш®зешини 


沿 着 + z 方向 传播 的 电磁 波 ， 称 为 入射 电流 ; 
ЧЕ 

ени а -方向 传播 的 电磁 波 ， 称 为 x f] 
Я 


反射 电流 。 Бе 
R (736) 中 2, 为 传输 线 上 入 射电 压 


Ae TARNEN enZ, ARR 


2 


图 7-4 ”传输线 上 电压 和 电流 


特性 阻抗 ， 由 Z= /2+jw<， 可 以 看 出 特性 
С +С 

阻抗 只 与 传输 线 本 身 的 电气 参数 有 关 ， 是 表征 传输 线 电气 特性 的 参数 ， 也 称 为 特征 阻抗。 

待定 常数 4 А, 的 值 决定 于 波动 方程 组 的 边界 条 件 。 传 输 线 上 电压 和 电流 如 图 7-4 所 
2 

通常 情况 下 传输 线 的 边界 条 件 有 3 种 ， 分 别 讨论 如 下 : 

1) 已 知 终端 电压 U 和 电流 五 HA, z=1, UC) =U, , I0) = 1a, RAR (7.36)， 可 
得 


(7-37a) 
(7-37b) 
HA, A 值 代入 式 (7-36) ， 并 根据 z+z' =1， 可 得 
ugy = Бон ye (7-38a) 
2 2 я 
„_%+Һ%„_%-ҺЬ% „ 
Қ2') = 7 22, С е! 22, ` е (7-38Ь) 


2) 已 知 始 端 电压 U, ЯЙ o ЖН, 2 = 0, 000) =U, , 100) = л, RAR (7-36), 
可 得 


U, +123 
= (7-39а) 
2 
U, - 12, 
t: (7-39b) 
将 4 、4: 值 代入 式 (7-36), T44 
U +hZ _, U-12, 
Ша) = 一 (7-40a) 
U, + 2, U, - 12, 
Kaj a аб y (1-40b) 


22, 22, 

3) 已 知 电源 电动 势 E,、 电 源 内 阻 7, 和 负载 阻抗 ZL.。 此 时 , z=0, U(0) = Е,-17,, 
100) =һ,г=1, U(I) =1,2,, RAR (7-36) ， 分 别 消去 五 、 忆 ,可 得 
Е,2, 


ne 7-41 
+Z) -Tre™) ca) 


А, 


第 


_ Е,2,Г,е?" 
(2, +20) (1 - Г, Ге") 
HA, А, RAR (7-36) ,可 得 


А 


EZ е" + Г,е "е" 
(Z, + Zo) (1 - Г,Г,е?") 
E е" – Гете" 

ан н арарет 
(2, + Zo) (1- Г,Г,ег") 


U(z) = 


З Z-Z ASA 
式 中 ， Гр 2, ЫЫТАР ЗЫ 

这 里 引入 传输 线 反 射 系 数 的 概念 ， 通 常用 三 表 示 ， 传 输 线 上 任意 
为 该 点 上 反射 电压 和 入 射电 压 之 比 ， 由 式 (7-37) 得 到 


де" (0, ҺА)" _ (hZ, 20) 


T(z) = 


20-0) 一 
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(7-41Ь) 


(7-42а) 


(7-42) 


一 点 z 的 反射 系数 定义 


2-2, 


= е" = е 
Ae” (0, + 2)е" (hZ, + 2) 


2,-2, 
在 传输 线 的 终端 ， 即 当 z =0 В, T(z') = Г(0) = 二 一 = Г, 


Z. +Z, 
系数 。 
f E A 
在 传输 线 的 始 端 ， 即 当 z = ! 时 ,Fr(z) = ГО) = =T, 
„+% 
系数 。 


7.2.3 无 损耗 均匀 传输 线 及 其 阻抗 匹配 


3 
Жж М 


‚ КГ, 称 为 终端 反射 


， 故 古称 为 始 端 反射 


在 传输 线 电路 模型 中 ， 包 含有 电阻 、 电 感 、 电 导 和 电容 等 4 种 元 件 。 其 中 电阻 和 电导 是 
耗 能 元 件 。 当 传输 线 没有 损耗 时 ， 等 效 模型 中 的 电阻 R=0、 电 导 C=, WA, TESS 
传输 线 的 传播 常数 у 中 的 实 部 衰减 常数 =0， 传 播 常数 y=jp， 也 就 是 说 ， 波 在 传输 线 上 传 


播 不 存在 衰减 ， 只 是 存在 相位 的 变化 。 此 时 ， 
相位 常数 


B =w JIC 


相应 地 ， 无 损耗 传输 线 上 电压 、 电 流 的 3 种 解 如 下 : 
(1) 已 知 终端 电压 U, 和 电流 
0027) = UscosBz’ + jl,Zosingz’ 


特征 阻抗 


U, 
I) =) у singz + сове" 
o 
(2) 已 知 始 端 电压 U, 和 电流 л, 
U(z) = Ш,сов8г - jnZosinBz 


(7-44) 


(7-45) 


(7-46а) 


(7-46) 


(7-47а) 


(= твашшззшшны 


1(z)=-j узбе + licosBz (7-47b) 
(3) 已 知 电源 电动 势 E,、 电 源 内 阻 Z。 和 负载 阻抗 Z 


EZ е +I 
(Z, + Te 
E, 
(2, +Z) (1 - Г,Г,её) 
现在 引入 传输 线 输入 阻抗 的 概念 ， 通 常用 Z,, 表 示 。 传 输 线 上 任意 一 点 的 输入 阻抗 定 
义 为 传输 线 上 总 电压 和 总 电流 之 比 ， 由 式 (7-38) 得 到 
0(2') = Zucoshyz + jZosinnyz 二 Z+ ый (7-49) 
2) Z,coshyz' +jZisinhyz ° Zo + jZ,tanhyz' 
由 此 可 以 得 到 ， 无 耗 传输 线 的 输入 阻抗 为 
ZieosBz' + jZosingz’ Z, + jZ,tangz' 
„соз: + jZusingz ° Z, + jZ tanz" 
例 7-1 某 一 均匀 无 耗 传输 线 的 分 布 电感 了 = 1. 665nH/mm， 分 布 电容 C = 0. 666pF/mm， 
介质 为 空气 。 求 : (1) 该 传输 线 的 特性 阻抗 ; (2) 当 传输 线 中 信和 号 频率 为 50Hz、500MHz 
时 ， 计 算 每 厘米 的 传输 线 引 入 的 串联 电抗 和 并 联 电 纳 ; (3) 若 该 传输 线 中 的 信号 频率 为 
500MHz， 计 算 当 终端 开路 时 ， 距 离 终端 3cm 处 的 输入 阻抗 ; (4) 当 传输 线 终端 接 一 SON 的 
电阻 时 ， 求 传输 线 上 反射 系数 的 模 值 。 


解 (1) 对 于 无 耗 传输 线 ， 其 特性 阻抗 为 26 = 2-1 змо, 


(2) 当 传输 线 中 信号 频率 为 50Hz 时 ， 每 厘米 传输 线 引 入 的 串联 电抗 和 并 联 电 纳 分 别 为 
X= wL =2n = 2т х 50 х 1.665 х 100 = 5.23 х10*0 
B= оС = 2n/C = 2m х 50 x 0.666 х 10725 = 2.09 х10°°$ 
当 传 输 线 中 信号 频率 为 500MHz 时 ， 每 厘米 传输 线 引 入 的 串联 电抗 和 并 联 电 纳 分 别 为 
X= wL = 2л], = 2m х 500 х 10° х 1.665 x10<0 = 52.30 
B= оС =2mfC = 27 х 500 х 10° x 0. 666 xl0-2S = 2.09 х10°$ 
(3) 当 传输 线 中 信号 频率 为 500MHz 时 ， 相 位 常数 为 
В = о JLC = 2m x 500 x10° x V1.665 x10™ x 0. 666 х 10 тай/тт = 3.31rad/mm 
传输 线 终端 开路 ， 即 2, = о, ДЕИТ Ей 3cm 处 〈z =30mm) 的 输入 阻抗 
2.62) = эе = - jZocotBz’ = - }2467.50 
(4) 当 传输 线 终端 接 一 500 的 电阻 时 ，Z = 509 ， 则 传输 线 上 反射 系数 的 模 值 为 
Z-Z | | | 
ZrZ | 12, +2) |50+1581 
由 式 (7-43) 变形 可 得 T(z") (Us + 2o)e” = (U, -hZo)e™ , RAR (7-38) 得 到 
输入 阻抗 与 反射 系数 之 间 的 关系 为 


U(z)= 


(7-48a) 


e” r, 
(z) = 


(7-48b) 


2.62) = 


Za(z') = Zo (7-50) 


Ir) i= 


|= 0.94 
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у Ш) 1+0) $ 
Zal) = шу = ®т-г(гу (7-51) 
2.6) -А 
геу жя, з, 


可 以 看 出 ， 当 传输 线 的 输入 阻抗 Zal) 等 于 传输 线 的 特性 阻抗 z 时 , Г(27) = 0， 传 
输 线 上 不 存在 反射 波 而 只 有 人 射 波 。 传 输 线 上 只 有 人 和 人 射 波 而 无 反射 波 的 工作 状态 成 为 行 波状 
态 。 从 能 量 的 观点 来 看 ， 从 电源 送 往 负载 的 能 量 全 部 被 负载 吸收 ， 此 时 传输 线 的 传输 效率 最 
高 。 因 此 ， 行 波状 态 是 传输 能 量 所 希望 的 一 种 工作 状态 。 

和 欲 使 传输 线 上 不 出 现 反射 波 ， 有 两 种 情况 可 以 满足 : 一 种 是 传输 线 为 无 限 长 ， 即 z = 
=, Г(2') = Te ”= 0 ， 线 上 只 存在 人 射 波 ; 一 种 是 传输 线 终端 所 接 负 载 的 阻抗 值 等 于 其 
特性 阻抗 ， 即 ZL = Ж, ЕЙ Г(:') = Te = 0。 这 是 一 种 特殊 情况 ， 称 为 阻抗 匹配 。 

传输 线 阻抗 匹配 是 传输 线 理论 的 重要 内 容 ， 关 系 到 传输 线 系统 的 传输 效率 、 功 率 容 量 和 
工作 稳定 性 ， 是 设计 传输 线 系统 时 必须 考虑 的 重要 问题 。 传 输 线 的 阻抗 匹配 ， 就 是 使 传输 线 
处 于 行 波 工作 状态 ， 包 括 两 个 方面 : 一 是 信号 源 与 传输 线 之 间 的 匹配 ， 二 是 传输 线 与 负载 之 
间 的 匹配 。 

在 图 7-4 所 示 的 传输 线 系统 中 ， 为 了 使 信号 源 与 传输 线 的 始 端 达到 阻抗 匹配 ， 即 = 
Z, Z 
га =0， 要 求 信号 源 的 内 阻 Z, = Z， 此 时 的 信号 源 称 为 匹配 信号 源 。 由 于 特性 阻抗 Zo 
是 实数 ， 实 际 信号 源 的 内 阻抗 很 难 满足 这 一 条 件 。 故 要 在 信号 源 与 传输 线 之 间接 入 某 一 网 
络 ， 使 得 在 网 络 的 两 端 接 人 点 达到 阻抗 匹配 ， 从 而 消除 传输 线 上 的 反射 波 。 该 网 络 称 为 匹配 
网 络 。 

同 理 ， 终 端 负 载 也 不 可 能 满足 Zi = Zu， 故 必 须 用 阻抗 匹配 网 络 使 传输 线 和 负载 之 间 实 
现 无 反射 传输 。 

最 常用 的 匹配 网 络 有 两 种 ， 下 面 分 别 介绍 。 


1. А/4 阻抗 变换 器 s 
A74 阻抗 变换 器 是 由 一 段 长 度 为 AM4 的 传输 线 构 成 的 ， 二 二 == 村 
如 图 7-5 所 示 。 Hz’ = А/4 代入 输入 阻抗 式 (7-50) 中 ,可 Я 一 Же ы 
得 到 Z,。= Z0/Z, ， 即 负载 阻抗 经 过 1/4 波长 的 无 损耗 传输 线 Ж; 
变换 到 输入 端 后 ， 就 等 于 它 的 倒数 与 特性 阻抗 Z。 二 次 方 的 ji те 
乘积 ， 这 一 性 质 在 阻抗 匹配 中 得 到 应 用 。 4: ad 
当主 传输 线 的 特性 阻抗 为 Zu ， 负 载 阻抗 为 纯 电 阻 Z, = 图 7-5 A74 阻抗 变换 器 


R., Zo#R 时 ， 为 实现 匹配 ， 可 将 特性 阻抗 为 Zu 、 长 度 为 
лл 的 传输 线 接 在 主 传输 线 和 负载 之 间 ， 并 使 Zu = VZoR,， 即 可 实现 主 传输 线 与 负载 之 间 
的 匹配 。 

由 于 无 耗 传输 线 的 特性 阻抗 是 个 实数 ， 因 此 ， 原 则 上 XA/4 阻抗 变换 器 只 能 对 纯 电 阻 负 
载 进行 匹配 。 若 负载 阻抗 不 是 纯 电 阻 ，A/4 阻抗 变换 器 仍然 可 以 实现 匹配 。 根 据 输入 阻抗 的 
定义 ， 沿 着 主 传输 线 向 左 可 以 找 出 一 点 ， 使 该 点 的 输入 阻抗 为 实数 ， 将 A/4 阻抗 变换 器 接 
在 该 点 上 即 可 实现 匹配 。 


@ 工程 电磁 场 与 电磁 该 基础 


A/A 阻抗 变换 器 的 缺点 是 频带 窗 ， 为 了 扩展 频带 ， 可 以 采用 两 节 或 多 节 阻抗 变换 器 。 

2. 支 节 匹配 器 

支 节 匹 配 就 是 在 传输 线 上 并 接 一 段 终 端 短路 或 开路 的 的 支 节 线 ， 用 短路 支 节 的 电 纳 抵消 
主 传输 线 上 的 电 纳 以 达到 匹配 的 目的 。 通 常 有 单 支 节 、 双 支 节 或 多 支 节 匹 配 。 此 处 只 讨论 单 
支 节 匹配 器 。 

传输 线 终端 短路 ， 即 Z. = 0， 代 入 输入 阻抗 公式 2 
(7-50) 中 得 到 : 2,02) = jZotanBz' ， 为 纯 电 纳 ; 同 理 ， 
当 传输 线 终 端 开 路 (Л, = =) 时 得 到 : 2,02) = 
= jZocotBz' ， 也 为 纯 电 纳 ; 支 节 匹配 器 就 是 利用 这 一 性 质 % aTa a 
制 成 的 。 

下 面 以 短路 线 为 例 介绍 单 支 节 匹配 器 的 原理 ， 如 图 
7-6 所 示 ， 在 主 传输 线 上 距离 终端 负载 4 处 并 联 一 长 度 为 
1、 特 性 阻抗 与 主 传输 线 相同 的 终端 短路 传输 线 〈 称 为 短 
路 支 节 线 ) ， 此 时 4 点 的 输入 阻抗 应 为 ZV2,s。， 若 在 A 图 7-6。 单 支 节 匹 配器 
点 达到 匹配 , 则 有 Zo = 777, В 


м 
[1 


然后 调节 !， 使 得 Л ЙЕ 


这 样 就 消除 了 从 电源 到 并 接点 处 的 反射 波 ， 到 达 了 匹配 。 
单 短路 支 节 线 优点 是 简单 ， 缺 点 是 需要 调节 两 个 长 度 ， 尤 其 是 频率 变化 时 需 重新 调节 。 
为 克服 这 一 缺点 ， 工 程 上 多 用 双 支 节 线 或 多 支 节 线 进行 阻抗 匹配 。 


7.3 ”波导 中 的 电磁 波 


上 节 讨论 了 导 波 系统 中 传输 ТЕМ 波 的 情形 ， 本 节 讨 论 导 波 系统 中 传输 TE 波 、TM 波 的 
情形 。 由 上 节 内 容 可 知 ， 传 输 线 中 传播 TEM 波 的 电场 分 布 与 静电 场 中 的 电场 分 布 相同 ， 而 
静电 场 不 能 存在 于 单 连通 导体 区 域 ， 因 此 ТЕМ 波 只 能 存在 于 由 两 个 导体 构成 的 导 波 系统 中 ， 
而 不 能 存在 于 空心 的 波导 管 中 。 

对 于 双 线 传输 线 ， 当 其 中 传输 电磁 波 的 频率 提高 到 其 波长 与 两 根 导线 间 的 距离 相 比拟 
时 ， 电 磁 能 量 就 向 空中 辐射 出 去 ， 此 时 双 线 就 不 能 传输 信号 ; 为 此 ， 将 传输 线 做 成 封闭 形式 
的 同 轴线 ， 避 免 了 辐射 损耗 。 但 随 着 频率 的 提高 ， 同 轴线 的 横 截面 尺寸 必须 做 得 很 小 才能 保 
证 传输 的 是 TEM 波 ， 而 这 样 却 导致 同 轴线 的 内 导体 损耗 很 大 ， 传 输 的 功率 容量 降低 。 

如 果 将 同 轴线 的 内 导体 去 掉 ， 就 会 消除 导体 损耗 、 提 高 功率 容量 ,那么 空心 金属 管 能 否 
传输 电磁 波 呢 ? 直到 1933 年 ， 人 们 才 在 实验 中 发 现 当 空心 金属 管 的 截面 尺寸 与 电磁 波 的 波 
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长 满足 一 定 的 关系 时 ， 空 心 金属 管 是 可 以 用 来 传输 电磁 波 的 。 
本 节 讨 论 由 单 导体 构成 的 金属 波导 中 传输 TE 波 、TM 波 的 场 形 分 布 及 传输 规律 。 


7.3.1 矩形 波导 中 的 电磁 波 


和 矩形 波导 是 由 横 截面 为 矩形 的 空心 金属 管 构成 的 ， 如 图 7-7 所 示 ， 其 管 壁 材料 通常 是 
铜 、 馈 或 银 等 金属 ， 机 械 强度 大 、 结 构 简 单 。 封 闭 式 的 结构 可 
以 避免 能 量 辐射 ,也 可 屏 项 外 界 干扰 ;只 存在 外 部 导体 ， 因 而 
无 内 导体 损耗 ， 功 率 容量 大 。 由 于 以 上 诸多 的 优点 ， 和 矩形 波导 4 
作为 最 早 使 用 的 导 波 系统 至 今 仍 被 广泛 使 用 ， 特 别 是 在 大 功率 FH 
系统 中 。 

作为 能 量 传输 系统 的 矩形 波导 是 依靠 传播 TE 波 或 TM 波 来 “ 
传输 电磁 能 量 的 。 图 77 ЖОР 

下 面 讨论 其 传输 模式 、 场 分 布 的 规律 。 

对 于 矩形 波导 的 分 析 ， 采 用 直角 坐标 系 进行 。 图 中 的 e、4 分 别 为 矩形 波导 的 宽 边 和 罕 
边 。 此 时 式 (7-15), 、 式 (7-16) 变 为 


3E, дЕ, , 

аА + МЕ, = (7-53) 
а ay 

aH, ан, , 

АРТ + ЕН, = 0 (7-54) 
х у 


1. ТЕ 波 
此 时 波导 内 5, =0, Н, 70, ПОК Е,, Е,, H, Н,, Н, 这 5 个 分 量 。 
用 分 离 变量 法 求解 式 (7-54), B 


Н, = Х(х)Ү(у)е ё (7-55) 
RH, X 只 是 关于 x 的 函数 ，Y 只 是 关于 y 的 函数 。 将 式 (7-55) RAR (7-54) 得 到 
хр =0 (7-56) 
HER 是 常数 ， 欲 使 式 (7-56) 成 立 ， 则 必须 有 
x" 2 
Z =-4 (1-57) 
x =- (7-58) 
从 而 有 
в+е = в (7-59) 
HR (7-57), Ж (7-58) 得 到 
X(x) = cicosk,x + csink,x (7-60) 
Ү(у) = cycosk,y + cssink,y (7-61) 


将 式 (7-60), R (7-61) {Аз (7-55) 得 到 
Н, = (cicosk,x + cssinksx) (cycosk,y + casink,y)e #® (7-62) 


(7 =вашазваваа 


矩形 波导 的 管 壁 材 料 为 金属 ， 可 视 为 理想 导体 ， 其 边界 条 件 就 是 在 内 管 壁 上 切 向 电场 为 


ӘН, ӘН, 
Z, HE, E, x, ERARI 
ax ду 
H) 20,1938, = 0,6, = 19, =0,1,2, 
әх |, а 
ӘН. овј е, 0,0 = а =0,1,2,-- 
ду | -os b 
将 上 述 值 代入 式 (7-62), F M =c, AT 
H, = (cicosk.x) (cycosk,y)e = Hocos( Tx) cos( 5y) e= (7-63) 
а b 


式 中 ， 由 激励 决定 。 
利用 式 〈7-20) ， 可 求 得 横向 场 分 量 为 


өзүнө ты) ыр” сө 
Н, = ПЕТЕ (7-64) 

式 中 Я Я 
ЕЕ с) 


由 式 (7-64), R (7-65) 可 知 ， 和 矩形 波导 中 的 TE 波 随 着 m、n 的 不 同 有 无 穷 多 个 模 
式 ， 以 TE。。 或 H。 表 示 。m Жїл 称 为 波 型 指数 ， 指 数 不 同 ， 波 型 不 同 。 但 m 和 不 能 同时 为 
零 ， 至 少 应 有 一 个 不 为 零 。 可 见 ， 和 矩形 波导 中 最 简单 的 TE 波 型 为 TE,o 模 。 
2. TM i$ 
ЖИТС Е, 20. Н, =0, RRE E, E, Е,, Н,, Н, 5 个 分 量 。 
参照 TE 波 的 求解 方法 ， 用 分 离 变 量 法 求解 得 
Е, = Eosin( Ss)sin( Fy)e* (7-66) 


RF, Eo 由 激励 决定 。 
利用 式 (7-20) ， 可 求 得 横向 场 分 量 为 


Е,=-} ("ар") (1-67a) 
a 


E,=-j 2 TE sin( Ta) cos( 25y) e (7-67b) 
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Н, = j E posin( Ts)eos( Ty)e* (7-67с) 
Н, = -j вон) a e (7-674) 
2 а 


БИЕ, КОАО TM 波 随 着 m, n 的 不 同 有 无 穷 多 个 模式 ， 以 TM, 或 E, 表 示 。 但 
тїп 都 不 能 为 零 ， 否 则 所 有 分 量 都 为 零 。 答 形 波导 中 最 简单 的 TM 波 型 为 TM, 模 。 

尽管 矩形 波导 中 的 电磁 波 存在 无 穷 多 个 波 型 ， 但 能 否 在 波导 内 传输 还 受到 电磁 波 工作 频 
率 、 波 导 尺寸 、 激励 方式 的 制约 。 

由 式 (7-17) ,及 = 尼 + 六 ， 对 于 无 耗 传输 线 y=jB， вяр =K -K = (27) -() 5 
k=w арнала A ZE ANN A, В 是 电磁 波 沿 着 纵向 传输 时 的 相位 传 
播 常数 。 可 见 ， 若 使 电磁 波 在 矩形 波导 内 传播 ， 条 件 是 


有 尼 > А>, (7-68) 
由 式 (7-65), = +k, A 
к= E+E = (= (2) = (7-69) 
Ае 2 (1-70) 
(2) *(%) 
(5) *(%) 
v a b 
rr К 


RP, A Л 称 为 截止 波长 、 截 止 频 率 。 可 见 ， 电 磁 波 在 波导 中 的 传输 条 件 是 工作 波长 小 于 
截止 波长 ， 或 者 是 工作 频率 大 于 截止 频率 ， 因 而 和 矩形 波导 被 称 为 天 然 的 高 通 滤波 器 。 

对 于 某 一 波导 ， 其 截面 尺寸 H b 都 是 固定 的 ， 对 应 m、n 的 不 同 值 ， 波 导 中 有 不 同 的 
截止 波长 或 截止 频率 。 波 导 中 具有 最 长 截止 波长 的 波 型 通常 称 为 波导 的 主 模 ， 或 称 为 最 低 波 
型 。 其 他 的 波 型 称 为 高 次 模 或 高 次 波 型 。 当 m 和 n 相同 时 ，TE 波 和 TM 波 具 有 相同 的 截止 
波长 ， 这 种 不 同 波 型 具有 相同 截止 波长 的 现象 ， 称 为 波导 的 模式 兼并 ， 如 TEu 模 和 TMu 模 。 

由 式 (7-70) 可 知 ，TE 模 的 截止 波长 最 长 ， 所 以 矩形 波导 中 的 主 模 为 TE 模 ， 其 截止 波 
长 为 24。 为 使 波导 中 实现 单 模 传输 ， 当 波导 尺寸 给 定 且 a >2b 时 ， 电 磁 波 的 工作 波长 满足 


2b<a<A<2a (7-72) 
当 工 作 波长 给 定时 ， 则 波导 的 尺寸 应 满足 
к< саса (7-73) 


Ф172 已 知 某 一 矩形 波导 中 传输 ТМ 模式 的 电磁 波 ， 其 纵向 电场 分 量 为 
Е, = Easin( Tx)sin( Ty)eos( wt т) 
其 中 ,x、y、z 的 单位 为 cm， 试 求 : (1) WERK A.: (2) 若 此 模式 为 TMa ， 求 波导 尺寸 。 


@ 工程 电磁 场 与 电磁 波 基础 


解 ”根据 已 的 表达 式 可 知 ， 大 = 了 ad/em， &,=-үтайет, 已 = 了 mad/em， 则 有 


2T 
(1) REEK A. = 一 二 -=4.8cmo 


ki +k; 


(2) 若 此 模式 是 Ma, WA k, = 
=8cm, 

3. 矩形 波导 中 场 结构 分 布 及 管 壁 电流 

场 结构 图 是 用 电力 线 和 磁力 线 来 描述 电场 和 磁场 的 分 布 图 ， 通 常用 实 线 表示 电力 线 ， 虚 
线 表示 磁力 线 ， 力 线 的 方向 表示 电场 或 磁场 的 方向 ， 力 线 的 疏 密 程度 表示 电场 或 磁场 的 大 
小 。 

矩形 波导 中 主 模 为 TE 模 ， 通 过 讨论 TE 模 的 场 结构 ， 可 得 到 其 他 模式 场 结构 的 分 布 
规律。 

下 面 着 重 讨论 TE, 模 的 场 结构 。 首 先导 出 TEw 模 的 场 分 布 数学 表达 式 ， 然 后 根据 数学 
表达 式 分 别 画 出 电场 和 磁场 的 分 布 图 ， 最 后 将 两 者 结合 得 出 TEw 模 的 场 结构 分 布 图 。 

将 m=1、n=0 代入 式 (7-67) 中 即 可 得 出 TEw 模 的 场 分 布 表达 式 


л 2т 
3 


‚= =, 得 到 波导 的 尺寸 为 e =9ст, b 


Е,= Е, = Н, =0 (7-74a) 
ошт, T) у 
E,=-j 党 THosin( Tx)e в (7-74) 
Н, = jÉ THsin( Tx еж (1-140) 
ка а 
Н, = Hocos( Tx)e* (7-74d) 
а 


TEwo 模 的 电场 只 有 一 个 分 量 E,， 其 振幅 与 sin Tx ЖЕШ, Ууу, ВЫ Е, 振幅 沿 


着 * 方 向 旦 正弦 分 布 ， 沿 着 7 方向 无 变化 ， 负 号 表示 力 线 指向 -y 方 向 ; 沿 着 z 方 向 为 行 波 ， 
呈 周 期 变化 。 那 么 ， 在 某 一 时 刻 ， 电 场 Е, 的 分 布 图 如 图 7-8 所 示 。 

TEio 模 的 磁场 有 两 个 分 量 H, M Н, Н, 没 着 * 方 向 呈正 弦 分 布 , 在 x*=0 和 x=a 时 , 其 
值 为 零 ， 而 在 * =a/2 mt, HERK. H, 沿 着 x 方向 旦 余弦 分 布 , 在 x=0 和 x=a 时， 其 值 
最 大 ， 而 在 * = a/2 时 ， 其 值 为 零 。H, A H, 沿 着 y 方 向 均 无 变化 ; 沿 着 z 方 向 为 行 波 ， 呈 周 
期 变化 。 但 沿 着 z 方 向 H, 和 ,有 90° 的 相位 差 ， 即 在 :方向 上 ，H, ЖН, 其 中 一 个 为 最 大 值 
时 ， 另 一 个 为 零 。 某 一 时 刻 磁 场 的 分 布 图 如 图 7-9 所 示 。 

将 上 述 的 电场 结构 分 布 图 和 磁场 结构 分 布 图 结合 在 一 起 ， 考 虑 各 分 量 之 间 的 相位 关系 ， 
即 可 得 到 TEwo 模 的 完整 场 结构 图 ， 如 图 7-10 所 示 。 

由 图 7-10 可 以 看 出 ，m Жїл 分 别 表示 在 矩形 波导 宽 边 和 窗 边 上 电场 的 半 驻 波 个 数 。TE。 
模 在 宽 边 上 有 电场 的 1 个 半 驻 波 分 布 ， 在 窜 边 上 没有 电场 的 半 驻 波 分 布 ， 呈现 均 匀 分 布 。 可 
见 ，TEw 模 、TEy 模 则 表示 波 沿 着 宽 边 分 布 有 2 个 、3 个 电场 的 半 驻 波 。 通 过 上 述 分 析 可 知 ， 
只 要 掌握 了 TEwo 模 的 场 结构 图 ， 就 可 分 析 并 得 出 TE 波 任意 模式 的 场 结 构图 。 

而 对 于 ТМ 波 的 分 析 与 TE 波 分 析 完全 类 似 ， 只 是 对 于 TM W, mA n 分 别 表 示 在 矩形 
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b) AA' RT 


a) CC' 模 截面 


| OBPAR | 
1 i 

E, 
d ! i 
р i 


2 


图 78 TEw 模 横向 电场 分 布 图 


图 79 TEw 模 横向 磁场 分 布 图 


波导 宽 边 和 窄 边 上 磁场 的 半 驻 波 个 数 。 

当 波 导 中 有 高 频 电磁 波 通过 时 ， 波 导 的 管 壁 上 会 出 现 感应 电流 ， 称 为 管 壁 电流 。 它 是 传 
导电 流 ， 因 为 管 壁 为 导体 ， 所 以 管 壁 电 流 只 存在 于 内 管 壁 上 。 又 因 波 导 的 内 壁 都 是 由 良 导体 
构成 的 ， 由 于 趋 肤 效应 ， 可 以 认为 管 壁 电流 为 面 电流 。 

管 壁 电流 是 由 于 管 壁 上 的 磁场 分 布 所 致 ， 由 磁场 的 边界 条 件 

„=пхН, (7-75) 
AH, п 为 波导 内 壁 的 法 向 量 ; Н, 为 波导 内 人 壁 上 的 切 向 磁场 。 


Є 工程 电磁 场 与 电磁 波 基础 


TEio 模 中 的 磁场 有 Н, 和 Н, 两 个 分 量 ， 利 用 边界 条 件 式 (7-75) 可 以 得 到 管 壁 电流 。 
ЛЕВЕ Е (у= Б), п 指向 -y 轴 方 向 ， 切 向 磁场 由 及, 和 Н, 两 部 分 构成 ， 有 


Bn. - Р 
LnxH =-e,x ЕЕ е; P+ ecos( Ts)e *| 


= “тм Taje” = ethos Te)e* 


在 底 壁 上 (у=0), п 指向 y 轴 的 正方 向 ， 切 向 磁场 由 Н, 和 Н, 两 部 分 构成 ， 故 有 
Ј\, ае nxH, =e,x ЕЕЕ + eloeos( Tx)e | 


ы А КЕ * 
可 知 ， 顶 壁 和 底 壁 上 的 管 壁 电流 分 布 形状 相同 但 方向 相反 。 
在 左 壁 上 (x =0)，,n 指向 x 轴 的 正方 向 ， 切 向 磁场 由 及 A H, 两 部 分 构成 ， 有 


Јо =7xH, =e,x [esi E ант, + «Њо Taje] 
2 а 


=- е,Нуе® 
EHRE (х=а), 严 指 向 x 轴 的 负 方 向 ， 切 向 磁场 由 及 ЯП Н, 两 部 分 构成 ， 有 


Tl =n xH, =-e, x [ек Thsin( Лы)” + Но) ее] 


=-е,Не® =J, |, 

可 见 ， 左 壁 和 右 壁 上 的 管 辟 电流 分 布 形状 相同 、 方 向 相同 。 

由 此 分 析 ， 可 得 出 TE,o 模 的 管 壁 电流 结构 图 如 图 7-11 所 示 。 由 图 可 以 看 出 ， 在 宽 壁 上 
管 壁 电 流 有 中 断 的 地 方 ， 电 流 似乎 出 现 了 不 连续 现象 ， 这 是 由 于 波导 内 部 有 位 移 电流 所 致 。 

研究 管 壁 电 流 对 设计 天 线 等 微波 器 件 、 微 波 测量 等 方面 具有 重要 的 理论 指导 作用 。 在 设 
计 开 槽 天 线 时 ， 希 望 波导 内 的 能 量 向 空间 产生 辐射 ， 开 槽 的 位 置 必须 选 在 切割 管 壁 电流 的 地 
Жз 而 在 进行 微波 信号 测量 时 ， 不 希望 影响 原来 波导 内 的 传输 特性 ， 就 应 在 波导 宽 壁 的 中 心 
REFARI, ERRE EFB 
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7.3.2 圆柱 形 波导 中 的 电磁 波 


圆柱 形 波 导 是 指 模 截面 为 贺 形 的 波导 ， 也 称 圆 波导 ， 如 图 7-12 所 示 。 圆 柱 形 波导 具有 
损耗 小 和 双 极 化 的 特点 ， 可 作为 双 极 化 天 线 的 馈线 、 圆 柱 形 
谐振 腔 、 旋 转 开关 等 各 种 元 件 。 

圆柱 形 波 导 研 究 方法 和 矩形 波导 的 研究 方法 一 样 ， 首 先 
求解 波动 方程 ， 结 合 圆柱 形 波 导 的 边界 条 件 ， 解 出 圆柱 形 波 
导 内 的 纵向 场 分 量 ， 得 到 横向 场 分 量 的 表达 式 ， 进而 得 到 网 
柱 形 波导 的 主要 波形 和 场 分 布 结构 。 

圆柱 形 波导 的 分 析 要 采用 圆柱 坐标 系 ， 此 时 广义 坐标 系 
的 横向 坐标 (u,v) 变 为 (r,$) ， 由 式 (7-15), Җ (7-16), 
可 得 到 在 圆柱 坐标 系 下 纵向 电场 和 纵向 磁场 所 满足 的 波动 方 
程 为 


ӘН, ӘН, г?н, 

+ у + > ча ЎН, рн 20 (1-16) 

ФЕ, ôE, E, 

Sty 5 «абри, =0 (7-77) 
下 面 分 别 进行 分 析 求 解 。 


1. TE 波 
此 时 波导 内 已 =0、H.z0， 需 求解 E,、E,、H,.、H,、HH, 这 5 个 分 量 。 
用 分 离 变量 法 求解 式 (7-76)， 设 


Н, = В(т)Ф(ф)е#® (7-78) 
式 中 ，R 只 是 关于 7 的 函数 ，@ 只 是 关于 中 的 函数 。 将 式 (1-78) RAR (776) 得 到 
PËR тәк „„__1гФ 
К Кө ® ы (7-79) 


ШТ жй, KER (779) 成 立 ,可 令 -二 =m?， 则 可 得 
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PER RB, (Rr -m)R=0 (7-80) 
аг ðr 
2 
F +m =0 (7-81) 
于 是 得 到 R 和 Ф 的 通 解 为 
R(r) = сі], (Е.т) + cNn (ker) (7-82) 
Ф(ф) = с,созтф + cisinm 中 (7-83) 


RIP, с, с,, су, с, 为 待定 常数 ; 7 (Ег) 是 第 一 类 т ИЛ КРАЯ: №, (Ап) 是 第 二 类 m 
阶 贝 塞 尔 函数 。 

根据 贝 塞 尔 函数 的 性 质 ， 当 一 "0 时 ，N。( kr) 一 2 ， 而 圆柱 形 波导 中 轴 处 的 场 强 应 该 
为 有 限 值 ， 则 必 有 cs =0， 得 到 


Н, = В(г)ӘФ(ф)е® = си], (К.г) (ссоѕтф + савіптф)е # (7-84) 
RF, с, сз, с, 为 常数 ， 由 激励 源 决定 。 将 式 (7-84) RAR (7-21) 得 到 其 他 场 分 量 为 
Е,=+} ol kr) (сусовтф + csinmg) e™ (7-85а) 

«У 
Е, = салдыр (сусовтф + casinmg)e (7-85b) 
H, =- j BoJ r) осот + crsinmgp)e (1-850) 
H, =+ je (hn) (ecosmg + csinmg) e” (7-854) 

ap 

由 边界 条 件 知 ， 在 管 壁 (r=R) Ж, Е, =0， 得 到 
J(kR)=0 


设 第 m 阶 贝 守 尔 了 数 导数 第 个 根 的 值 为 a， 则 和 R= 了 TR=p。，n=1，2，…， 于 是 


得 到 圆柱 形 波 导 中 TE 波 的 截止 波长 为 
А. = az (7-86) 
圆柱 形 波导 中 TE 波 的 截止 波长 随 着 第 m 阶 贝 塞 尔 函 数 导数 的 第 ”个 根 的 值 ww 的 变化 
如 表 7-1 所 示 。 
2. TM 波 
此 时 波导 内 E, #0, Н, =0， 需 求解 E,、E,、E,、H,、H, 这 5 个 分 量 。 


用 同样 的 方法 可 求 得 圆柱 形 波 导 中 TM 模 的 场 分 量 为 


Е, = cJn (Е.т) (сусовтф + ctsinm 中 )e # (7-87a) 
E, =- j Вау) (еусозтф + сйитф)е-# (7-87b) 


Е, =+ зто (hn) (суеозтф + cusinmg) ee (13870) 
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Н, =Fj Se (kr) (сусозтф + csinmp)e™® (1-874) 
ar 
A je (her) (ecosmg + cusinmg)e- (1-87e) 


由 边界 条 件 知 ， 在 管 壁 (r=R) Ж, Е, =0, 188] 


LL(ER) =0 


设 第 m 阶 贝 塞 尔 函 数 第 个 根 的 值 为 v。,， WER- TR =, nm=1，2，…， 于 是 得 到 


圆柱 形 波导 中 TM 波 的 截止 波长 为 
= 278 (7-88) 
mn 
圆柱 形 波导 中 TM 波 的 截止 波长 随 着 第 т 阶 贝 塞 尔 函数 的 第 n 个 根 的 值 ww 的 变化 规律 
如 表 7-2 所 示 。 
表 7-1 圆柱 形 波导 中 ТЕ 波 的 截止 波长 
3.418 
TEn 3.054 2.06R OAR _ 
TEo 3.832 1.648 TEn | 7.016 0.90R 
ТЕ, 4.201 1.50R ТЕ, 8. 536 0.74R 
表 7-2 圆柱 形 波导 中 TM 波 的 截止 波长 
1—1] 
к ж эм А. и 型 Pan А. 
TMo 2.405 2.62R тм, 7.016 0.90R 
тм 3. 382 1.648 ТМ. 8.417 0. 758 
TMa 5.135 1.228 ТМ | 8. 650 0.72 
TMo 5. 520 1.148 тм, 10. 173 0. 628 


3. 圆柱 形 波导 中 的 主要 波形 及 场 分 布 

随 着 m、n 的 不 同 ， 圆 柱 形 波导 中 的 TE 波 、TM 波 存在 无 穷 多 个 模式 ， 分 别 表示 为 
TE。w 或 Hw、TM 或 Ew。 但 圆柱 形 波导 中 不 能 为 零 ， 因 此 圆柱 形 波 导 中 只 存在 TEo 模 、 
TEw 模 、TMo 模 和 TM。w 模 。 

圆柱 形 波导 与 矩形 波导 一 样 ， 也 具有 高 通 特性 ， 其 传输 电磁 波 的 条 件 也 是 工作 波长 A 
小 于 截止 波长 和 A。。 由 表 7-1 和 表 7-2 可 知 ， 圆 柱 形 波导 中 的 主 模 为 TE,, 模 ， 第 一 高 次 模 为 
TMo 模 ， 所 以 圆柱 形 波导 中 单 模 传输 的 条 件 为 

2.62R < À < 3.41R (7-89) 

圆柱 形 波导 有 3 种 常用 的 传输 模式 : ТЕ, 88, ТМ, ТТЕ 。 下 面 分 别 介绍 3 种 模式 的 

场 分 布 及 其 特点 。 


此 时 , m=1, п=1, HA (7-84), Җ (7-85) 得 到 场 分 量 为 


СЕ Е 


Е, а (ЭН) сасон + сазіпф)е ё (1-90a) 
E, = Ба 1 (ЕЕ) (сого + сизіпф)е® (7-90b) 
及 =-j Ee -Eh (=, п т) (ecosd + casing) e™ (7-90e) 

А == ша ch (а L) сезсовф + сивіпф)е®' (7-904) 
Н, = c), віпф)е 闻 (7-90е) 


图 7-13 示 出 了 圆柱 形 波导 主 模 TE, 波 的 场 分 布 图 。 由 图 可 见 ， 场 分 量 沿 着 中 方向 和 上 
方向 均 呈 驻 波 分 布 。 圆 柱 形 波导 中 的 TE, 模 的 场 分 布 与 矩形 波导 中 的 TE,。 波 相似 ， 因 此 贺 
柱 形 波导 中 的 TE,, 模 很 容易 通过 矩形 波导 中 的 TE, 模 过 渡 得 到 ， 并 且 圆柱 形 波导 中 的 TE, 
模 的 截止 波长 最 长 ， 可 以 实现 单 模 传输 。 

由 式 (7-90) 可 知 ， 圆 柱 形 波导 中 5 个 场 分 量 同时 含有 созф 和 sin 项 ， 沿 着 由 旋转 
90" 后 其 值 与 原来 的 值 相同 ， 这 种 现象 称 为 极 化 简 并 ， 这 是 圆柱 形 波导 的 缺点 。 因 此 ， 尽 管 
圆柱 形 波导 中 的 主 模 是 TE,, 模 ， 但 由 于 存在 极 化 简 并 ,通常 情况 下 不 采用 TE,, 模 来 传输 能 
ш. 


(2) TEo 模 
此 时 , m=0、n=1， 由 式 (7-84) 、 式 (7-85) 得 到 场 分 量 为 
已 =0 (7-91а) 
кве (2-82, К 2,)сосонф + cusing) e (7-91b) 
Н, =) кетт, а a'a = 832 r) (ccosd + cusing)e- (1-910) 
H, = «вА(® ы 1) совфе-® (7-914) 


图 7-14 示 出 了 圆柱 形 波导 中 TE。 波 的 场 分 布 图 。 由 图 可 见 ，TEu 模 的 电场 只 存在 E, 分 
量 ， 且 在 轴线 和 波导 壁 上 电场 为 零 。 波 导管 壁 上 只 存在 磁场 及 分 量 ， 故 在 管 壁 上 只 有 ф 27 
向 的 电流 ， 并 且 随 着 频率 的 升 高 而 减 小 ， 从 而 TEo 模 的 导体 损耗 随 着 频率 的 上 升 而 减少 ， 因 
此 ， 该 模式 可 用 作 高 0 值 谐振 腔 和 远 距离 毫米 波 传输 的 工作 模式 ， 也 可 作为 连接 元 件 和 天 
线 馈线 的 工作 模式 ， 但 因 该 模式 不 是 主 模 ， 需 要 采取 措施 抑制 其 他 模式 。 
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(3) TMo 模 
此 时 , m=0、n=1， 由 式 (7-84), Җ (7-85) 得 到 场 分 量 为 
Е, = js oJ 555, (7-92a) 
E, = аһ кет)” (7-92ь) 
„= aeons A05 Je (1-920) 


17-15 MH TM 


由 图 7-15 可 见 ，TMo 模 的 磁场 只 存在 Н, 分 量 ， 具 有 轴 对 称 分 布 的 圆 磁场 ; 电场 有 已 
分 量 ， 且 在 轴 心 处 值 最 大 , 管 壁 上 只 有 z= 方向 的 电流 ， 便 于 和 电子 交换 能 量 ， 可 作为 电子 直 
线 加 速 器 中 的 工作 模式 。 

例 7-3 一 空气 填充 的 圆柱 形 波导 的 内 径 为 D = 5ет, RR: (1) HR TE, TEn, 
TMo TM 的 截止 波长 ; (2) 当 工 作 波长 分 别 为 6cm、3cm 时 ， 该 波导 可 传输 哪些 模式 。 

解 圆柱 形 波导 的 内 径 为 了 = 5ст, WR = 2. 5cm， 根 据 表 7-1 和 表 7-2 可 得 到 不 同 模 
式 的 截止 波长 ， 按 截止 波长 的 长 短 顺序 排列 如 下 : 

Ат = 8.53cm,Ano = 6. 5Зет,Ат = 5.14cm,Ana = 4. 10ст 

Am = 4. 10ст,Аъ, = 3.74cm, Am, = 3.0бст,Ат = 2.95ст 
(1) 模式 TE,, 、TEo, 、TMo ТМ, 的 截止 波长 为 

Am = 8.53cm Am, = 4.10cm Am, = 6.53cm Am, = 4. 10cm 

(2) 对 于 工作 波长 为 6cm 时 ， 波 导 中 可 传输 的 模式 为 TE, TMo o 

对 于 工作 波长 为 3cm 时 ， 波 导 中 可 传输 的 模式 有 TE 、TMo 、TE> 、TEu , TMy ТЕ, 
ТМ, 
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7.4 波导 中 的 传输 功率 


无 论 在 矩形 波导 还 是 在 圆柱 形 波导 中 ， 沿 纵向 均 有 能 量 流动 。 根 据 波导 中 电场 及 磁场 的 
横向 分 量 求 出 坡 印 廷 矢量 ， 然 后 沿 波导 的 横 截 面 进行 积分 即 可 求 得 波导 中 的 平均 传输 功率 。 
设 坡 印 廷 矢量 为 S$， 波导 的 模 截面 为 S$， 面 元 为 dS， 则 波导 中 传输 的 平均 功率 为 


1 1 Я 
= 215595 = у] (E хн) + eas (7-93) 


R (7-93) 适用 于 波导 中 的 任意 波 型 。 
若 定义 波导 中 的 横向 电场 与 横向 磁场 之 比 为 波 型 阻抗 ， 简 称 波 阻抗 ， 则 TE 波 的 波 阻抗 
与 TM 波 的 波 阻抗 分 别 为 


5 从- 学 - 一 二 (7-94) 
(9) 
zm 05) (7-95) 


此 时 式 (7-93) 变 为 


EA A (7-96) 


RP, Z 为 波 阻 抗 Zea Zuo 
在 矩形 波导 中 ， 传 输 功率 为 


р = 2 [к 1, 1®® = SFE CaP + |н, 1% 037) 
在 圆柱 形 波导 中 ， 传 输 功率 为 
z BL [057 + |E, |? ]rdrdġ = Agi [AP + |H, | ]rdrdp (7-98) 


下 面 以 矩形 波导 为 例 计算 波导 中 的 传输 功率 。 在 实际 当中 ， 和 矩形 波导 几乎 全 部 为 主 模 
TE 工作 ， 所 以 空气 填充 的 矩形 波导 主 模 TE 传输 的 平均 传输 功率 为 


2 


Esin( =T) ЕР _ 
191 Za, VO = авот A 977 

Җ (7-99) KH, АСЕНА С РТО РАГС, ТРАК, йж 
容量 越 大 。 因 此 ， 大 功率 电磁 波 的 传输 时 常 采用 矩形 波导 。 


若 和 矩形 波导 中 空气 的 击 穿 场 强 为 E。， 则 在 空气 填充 的 波导 中 传输 的 最 大 功率 为 
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(7-100) 


实际 设计 中 ， 为 了 安全 通常 取 传输 功率 为 P= [二 -了 ju。 

例 7-4 用 BJ-100 Æ (ахЬ =2. 286ст x1.016cm) 矩形 波导 传输 在 行 波状 态 下 的 频率 
为 10GHz 的 TEw 模 式 的 电磁 波 ， 试 求 ; 

O) 当 波导 中 填充 空气 时 ， 计 算 波导 的 最 大 传输 功率 (空气 的 击 穿 电场 强度 为 E = 
30kV/cm); 

(2) 当 波导 中 填充 4, = 1、e, =4 的 介质 时 ， 若 电磁 波 的 电场 强度 振幅 为 B= 10V/em 
时 ， 计 算 波导 的 传输 功率 。 

解 由 题 知 ac =2.286cm，1 =1.016cm，m =1, п=0, 截止 波长 A。 =2а =4. 572cm, 

СТ) 当 波 导 中 填充 空气 时 ， 空 气 的 波 阻 抗 、 工 作 波长 分 别 为 


у DE = 3cm 
-~ 和 -lo до ба 
人 -人 z z) q! T za) 
маннам аэ Р, = = 
(2) 当 波导 中 填充 上 =1. е, =4 的 介质 时 ， 介 质 的 波 阻抗 、 工 作 波长 分 别 为 


с 


Fe . 
ке жые О „ү, вы 


ГА 10 х 10° 


= 1.05 х 10W, 


Итин ы рес шын 
1-( Pe 35) 1 
(оз) 


= 2.91 х10% 。 


则 波导 的 传输 功率 为 已 = 二 
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前 面 讨论 的 导 行 电磁 波 ， 无 论 是 传输 线 中 的 TEM 波 ， 还 是 波导 中 的 TE 波 、TM 波 ， 共 
同 的 特点 是 其 电磁 场 在 横 坐标 方向 为 驻 波 分 布 ， 而 在 纵向 呈现 为 行 波 分 布 ， 电 磁 波 沿 着 纵向 
传播 ， 且 纵向 长 度 为 无 限 长 。 若 纵向 为 有 限 长 ， 并 将 传输 线 或 波导 的 两 端 开 路 或 短路 时 ， 其 
中 的 电磁 波 将 不 能 向 前 传输 而 只 能 在 其 中 来 回 振荡 。 谐 振 腔 就 是 用 金属 导体 围 成 的 空 腔 ， 它 
把 电磁 振荡 全 部 约束 在 空 腔 内 ， 电 磁场 没有 辐射 。 谐 振 腔 中 的 电磁 场 不 仅 横 向 呈现 驻 波 分 
布 ， 而 在 纵向 同样 呈现 驻 波 分 布 。 与 低频 电路 中 的 LC 回路 可 以 产生 电磁 振荡 类 似 ， 谐 振 腔 
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可 以 激发 高 频 电 磁 振 功 ， 是 一 种 适用 于 高 频 的 储 能 和 选 频 元 件 ， 广 泛 应 用 于 微波 信号 源 、 滤 
波 器 、 频 率 计 以 及 振荡 器 中 。 

本 节 主 要 讨论 矩形 谐振 腔 、 圆 柱 形 谐振 腔 中 的 电磁 场 分 布 及 电磁 波 的 特性 。 

1. 矩 形 谐振 腔 内 的 电磁 场 

两 端 短路 的 矩形 波导 即 为 矩形 谐振 腔 ， 其 横 截 面 尺寸 
为 上 xb， 纵向 长 度 为 !， 如 图 7-16 Бх. ЯЛЕ рч Й 
电磁 场 可 以 借助 矩形 波导 中 传输 模式 的 场 分 布 来 求解 ， 即 
在 矩形 波导 中 传输 模式 场 分 布 的 基础 上 ， 使 其 满足 纵向 
z=0 和 z =I 两 个 短路 面 处 的 边界 条 件 ， 就 可 以 求 得 矩形 谐 = 
振 腔 中 电磁 场 的 分 布 。 

在 无 限 长 矩形 波导 中 的 电磁 波 在 横向 C y 方向 ) 图 7-16 ЖИНИ 
为 驻 波 分 布 ， 沿 纵向 (z 方 向) 为 行 波 。 而 在 纵向 长 度 为 ! 的 谐振 腔 内 ， 当 电磁 波 行走 到 > 
=! 处 ， 由 于 短路 导体 面 的 反射 ， 电 磁 波 将 沿 着 -z 方向 继续 传播 。 当 电磁 波 沿 着 -z 方 向 行 
走 到 z=0 处 ， 由 于 短路 导体 面 的 反射 ， 电 磁 波 将 沿 着 = 方向 继续 传播 。 如 此 往返 ， 形 成 振 
W. Aie, EAR (7-15), R (7-16) 求解 矩形 谐振 腔 的 电磁 场 时 ， 只 是 在 纵向 分 量 增加 
了 沿 着 -= 方向 传播 的 反射 波 部 分 es。 和 矩形 波导 中 存在 传输 ТЕ 模 、TM ВЕ, ЛУО, ЈИ 
谐振 腔 也 存在 TE 振荡 模式 和 ТМ 振荡 模式 ， 下 面 分 别 求解 。 

(1) TE 振荡 模式 

此 时 波导 内 Е, =0、H,z0， 需 求解 E,、E,、H,、H,、H, 这 5 个 分 量 。 由 上 分 析 ， 纵 向 
磁场 分 量 可 在 式 (7-63) 中 增加 反射 波 分 量 得 到 


Н, = (Не + Вав) со, тт.) 25) (7-101) 


式 中 ，Ho, 、Hw 分 别 为 沿 +z、-z 方 向 传输 电磁 波 的 振幅 。 
根据 金属 导体 的 边界 条 件 可 知 ， 在 z=0 和 z=1 处 ，H, =0。 由 此 边界 条 件 可 求 得 


H, |; = (Ho + Ha) сн) cos( 25) =0 


H, |, = (Вые + Hae”) cos( 2T) cos( =y) =0 
解 得 Hoa = -Н=„, sin (ВІ) =0, ДИ ВІ =рт, 80 
в= (1-102) 
式 中 , p=1, 2，3，…。 由 此 可 得 矩形 谐振 腔 TE 振荡 模式 的 纵向 磁场 分 量 为 
H, = ЕЕЕ Е (7-103а) 


利用 式 (7-20), HERMANI 
E, = 2 Heos( x)sin( Е z) (7-103b) 


Е, ы THusin( Ds)eos( и) (2 z) (7-103с) 
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Н, =j е osin( Dr)eos (Ty)eos (Fe) (7-103d) 
H, = Р Hacos( ex)sin( Tuy)eos (ET ) (7-103e) 


式 (7-103) RH, ERRE AH TE 波 沿 横向 和 纵向 都 皇 驻 波 分 布 。 由 于 m、n、p 
取 值 的 任意 性 ， 谐 振 腔 内 存在 无 穷 多 个 TE 振荡 模式 ， 以 TE 或 及 表示。 

(2) TM 振荡 模式 

此 时 波导 内 E, #0, H, =0， 需 求解 E.、E,、E,、H,、H, 这 5 个 分 量 。 

参照 TE 振荡 模式 的 求解 方法 ， 可 解 得 矩形 谐振 腔 TM 振荡 模式 的 电磁 场 分 量 为 


Е, = Ensin(”Tx)sin( =T) cos( 233) (7-104а) 
Е, =- с Рона", (2) (7104) 
el) чо 
H, = jae pasin( mms)eos( oy)eos (er) (7-104d) 
H, =-j Е paeos( Es)sin( 2E )eos (Er) (7-104e) 


同样 ， 和 矩形 谐振 腔 内 的 TM 波 沿 横向 和 纵向 也 都 旦 驻 波 分 布 ， 存 在 无 穷 多 个 TM 振 水 模 
R, A TMy Emy KR o 

(3) 矩形 谐振 腔 内 的 场 结构 

矩形 谐振 腔 内 存在 无 穷 多 个 ТЕ, ТМ, ВК, т, п, р 分 别 表示 沿 着 宽 壁 、 罕 
壁 5 和 纵向 长 度 1 上 半 驻 波 的 个 数 。 和 矩形 谐振 腔 内 最 低 振 荡 模式 为 TEio, m=1、n=0、p= 
1， 由 式 (7-103) 得 到 各 场 分 量 为 


H, =- насо Tx)sin( Жы) (1-105a) 
E, =- | Ta)sin( Fa) (7-105b) 
Н, = j Husin( Tx)eos( Ж) (7-105¢) 


其 余 三 个 分 量 已 =E, =H, =0。 根 据 式 (7-105) 可 得 到 和 矩形 谐振 腔 内 TE,o 模 的 场 分 布 
图 如 图 7-17 所 示 。 

2. 圆柱 形 谐振 腔 内 的 电磁 场 

两 端 短路 的 圆柱 形 波 导 即 为 圆柱 形 谐振 腔 ， 其 横 截面 为 半径 R 的 圆 ， 纵 向 长 度 为 !。 贺 
柱 形 谐振 腔 内 的 电磁 场 的 求解 采用 圆柱 坐标 系 ， 如 图 7-18 所 示 。 


(1 тизшачашины 


图 7-17 ДЕЗИН TEw 模 的 场 分 布 图 7-18 ”圆柱 形 谐振 上 
采用 与 求解 矩形 谐振 腔 相 同 的 方法 ， 可 以 求 得 圆柱 形 谐振 腔 内 TE 振荡 模式 和 TM 振荡 
模式 的 电磁 场 分 别 如 下 : 


(1) ТЕ 振荡 模式 的 电磁 场 
此 时 圆柱 形 谐振 腔 内 Е, =0， 横 向 分 量 和 纵向 分 量 均 呈 驻 波 分 布 ， 各 分 量 为 


Н, = Hol, (kur) cosmgsin( P) (1-106a) 
E, = УЕ РЫ Okr) sinf mó) sin( P32) (7-106b) 
Е, = ЁН.) eos( mp)sin (Ss) (7-106¢) 
н, = тн Б.т) sin( 27+) (1-1064) 
H, =- кы (ke r)sin( m$) cos P) (7-106е) 
RP, k, ==, 可 知 圆柱 形 谐振 腔 内 存在 无 穷 多 个 ТЕ 谐振 模式 ， 用 TE,。 或 H。。 表 示 。 


(2) TM анинин 
此 时 圆柱 形 谐振 腔 内 Н, =0， 横 向 分 量 和 纵向 分 量 均 呈 驻 波 分 布 ， 各 分 量 为 


Е, = EoJn(k,r) cosmo) cos( 27a) (1-107a) 

E, == ECkr)eos(md)sin( ers ы ) (7-107b) 
Е, = ч Ja (ke Dsin(mg)sin( 25) (7-107с) 
H, =- j Bol hr)sin mp) cos( 23) (1-1074) 


1 
Н, =-) El (kr) cos( mọ) cos( PT3) (7-107e) 
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式 中 ， 太 = 从， 可 知 圆柱 形 谐振 腔 内 存在 无 穷 多 个 TM 谐振 模式 ， 用 TM 或 Ew 表示 。 


G) 圆柱 形 谐振 腔 中 的 场 分 布 
圆柱 形 谐振 腔 中 最 常用 的 3 种 谐振 模式 为 TEo 、 


TE 和 TMoo， Kiem, n, р 的 值 代 入 相应 场 量 的 表达 | 


式 中 ,可 得 到 3 种 模式 的 场 分 布 图 ， 如 图 7-19 所 示 。 

3. 谐振 腔 的 基本 参量 

在 低频 电路 的 LC 振荡 回路 中 ， 常 采用 电感 了、 
电容 C、 电 阻 尺 作为 基本 参数 ，3 个 参数 可 直接 测量 
并 且 可 以 推导 出 其 他 参数 ， 如 谐振 频率 mw、 品质 因数 
Q 等 。 而 对 于 高 频 的 谐振 腔 中 电感 上 、 电 容 С 没有 明 
确 的 物理 意义 ， 也 不 能 直接 测量 。 因 此 ， 通 常 采用 谐 
振 频 率 w,(hp) 、 品 质 因数 C。 和 等 效 电导 С, 作为 基 
本 参数 。 这 3 个 参数 不 仅 有 明确 的 物理 意义 ， 而 且 可 
以 直接 测量 。 但 需 指出 的 是 ， 谐 振 腔 的 基本 参数 是 针 
对 某 一 谐振 模式 而 言 的 ， 不 同 的 模式 有 不 同 的 基本 参 
М. 

下 面 主要 介绍 谐振 频率 wo (fo) 和 品质 因数 Qoo 

(1) 谐振 频率 wo (fo ) 

谐振 频率 是 谐振 腔 最 重要 的 一 个 参数 ， 它 描述 了 
谐振 腔 内 电磁 波 的 振荡 规律 ， 表 征 了 谐振 腔 内 振荡 存 
在 的 条 件 。 当 谐振 腔 内 的 电场 和 磁场 沿 横向 和 纵向 都 
形成 驻 波 时 ， 达 到 了 谐振 条 件 。 

根据 式 (7-17) 、 式 (7-69) ， 可 得 到 

kK -y = оце 


©) TEolo 场 分 布 图 


I 柱 形 谐振 腔 场 分 布 图 


对 于 无 损 传输 时 ，y = 地 ， 在 谐振 腔 中 式 (7-102) 始终 成 立 ， шв, 则 有 


可 得 谐振 频率 


А 


ЭЯ, вав =27, METEK А, = -人 一， 根据 = 


| PBI 


do = 一 -一 -一 


TRE 


(7-108) 


工 ， 可 得 到 谐振 波长 


(7-109) 


($ тизшечзешини 


R (7-108) 即 为 谐振 腔 内 存在 电磁 谐振 时 ， 角 频率 所 满足 的 条 件 ; Җ (7-109) 即 为 谐 
振 腔 内 存在 电磁 谐振 时 ， 谐 振 波长 所 满足 的 条 件 。 
对 于 矩形 谐振 腔 ， в (т) (у, 由 式 (7-108) 得 到 谐振 腔 内 TE 或 TM 的 谐 
振 角 频率 为 
-5 (=y (©) + (25) (7-110a) 
相应 的 谐振 波长 为 
às = 一 -一 -一 一 -一 一 (7-110b) 


可 见 ， 当 谐振 腔 的 尺寸 a。、b、1 一 定时 ， 随 着 m、n、p 值 的 不 同 可 得 到 一 系列 不 连续 的 
谐振 频率 。 谐 振 频率 的 不 连续 性 ， 也 即 谐振 频率 不 能 连续 可 调 是 谐振 腔 的 一 个 重要 特点 。 另 
外 ， 在 空 腔 尺 寸 一 定 的 情况 下 ， 由 于 m、n、p 值 的 不 同 组 合 ， 不 同 的 谐振 模式 也 可 具有 相 
同 的 谐振 频率 ， 把 具有 相同 谐振 频率 的 不 同 谐振 模式 叫做 简 并 模式 。 


对 于 四 柱 形 谐 拓 腔 ， 振东 模式 为 TE。 时 ，k, = 和 ， 谐 拓 角 频率 、 波 长 分 别 为 
рт' 
) + (£) (7-1118) 
А = 一 -一 -一 (7-111b) 
Hmn P 
(г) +a 
RRA Mnlf, k= e, MERR, KAID 
ртү 
) + (=) (7-112a) 


A (7-112b) 


(2) 品质 因数 Q 
品质 因数 0, 是 谐振 腔 的 另 一 个 重要 参数 ， 它 描述 了 谐振 腔 能 量 损耗 的 快慢 和 频率 选择 
性 的 优 劣 ， 表 征 了 谐振 腔 内 储 能 和 耗 能 之 间 的 关系 ， 其 定义 为 


0, = 2тп 0 = ш —° (7-113) 


RP, W 为 谐振 腔 中 的 储 能 ;，Wr 为 一 个 周期 内 谐振 器 的 能 量 损耗 ，Px 为 一 个 周期 内 的 平 
均 损耗 功率 ，Wv = TP+，T 为 周期 ; o 为 谐振 频率 。 
在 谐振 时 ， 谐 振 器 的 损耗 包括 导体 损耗 、 辐 射 损耗 和 介质 损耗 。 谐 振 腔 是 封闭 的 谐振 
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器 ,不 存在 辐射 损耗 ! 通常 谐振 腔 内 填充 介质 为 空气 ， 可 认为 是 无 耗 介 质 ， 谐 振 腔 中 只 存在 
管 壁 电 流 的 热 损耗 ， 则 


1 В Rs 
Pr = $145 = 7$ lH, Pas (7-114) 
而 谐振 腔 内 的 电磁 总 能 量 为 
E . и . 
ГА = Е-Е av = Бан -н dy (1-115) 


由 此 可 得 谐振 腔 的 品质 因数 的 计算 公式 为 


н “H'dy af \нгау 


Rs Т 

Sapas 515 

P, R 为 谐振 腔 导 体内 表面 电阻 率 ， J/ 为 谐振 腔 导体 内 表面 的 电流 线 密度 ;及 为 谱 振 腔 

导体 内 表面 的 切 向 磁场 ;8 为 谐振 膀 导 体 的 赵 肤 厚度 ，8 = | -2_ 通 常 为 微米 数量 级 。 因 此 ， 
«сш 


谐振 腔 的 品质 因数 可 达 10° ~ 10° 数量 级 ， 远 大 于 低频 电路 中 LC 谐振 回路 的 品质 因数 。 

例 7-5 ”一 空气 填充 的 矩形 谐振 腔 ， 尺 十 为 xb x1， 在 如 下 情况 下 确定 谐振 腔 的 主 模 : 
(1) a>b>l; (2) a>l>b; (3) a=l=b, 

解 ”在 矩形 谐振 腔 中 ， 对 于 ТЕ, т, п 不 能 同时 为 零 ， 而 p 不 可 以 为 零 ; 对 于 
ТМ, т, 均 不 能 为 零 ， 而 p 可 以 为 零 ， 故 谐振 腔 的 较 低 模式 有 TE 、TEio 、TMo。 

(1) Ha>b>lit, ЖЕК 


AvE 


(7-116) 


0 = 0 


故此 时 主 模 为 TMio。 
(2) 当 a>1>5 时 ， 截 止 波长 最 长 为 


Ao = 


故此 时 主 模 为 TEio 。 

(3) 当 a=4=! 时 ， 上 述 3 个 模式 的 截止 波长 相等 ， 为 A。=2a， 故 此 时 主 模 为 TE 、 
ТЕ, ТМ 

可 见 ， 谐 振 腔 主 模 取决 于 谐振 腔 的 尺寸 。 
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71 ， 横 电波 、 横 磁 波 和 横 电 磁 波 各 自 的 特点 是 什么 ? 

7-2 已 知 传输 线 中 信号 频率 为 800MHz 时 ， 其 分 布 参 数 分 别 为 R=10. 4mQ/mm、L=3.67nH/mm、G = 
0. 8nS/mm、C =8.35pF/mm 时 ， 求 传输 线 的 特性 阻抗 、 衰 减 常 数 和 相位 常数 。 

73 ” 同 轴线 和 双 线 是 利用 导线 周围 的 电磁 场 能 流 来 传输 功率 的 还 是 通过 导线 内 部 传递 功率 的 ? 


@ 工程 电磁 场 与 电磁 波 基础 


7-4 ”什么 是 传输 线 的 特性 阻抗 、 输 入 阻抗 和 负载 阻抗 ? 它们 之 间 的 关系 如 何 ? 

7-5 反射 系数 是 如 何 表征 传输 线 上 波 的 反射 特性 的 ? 

7-6 ”特性 阻抗 为 500 的 同 轴线 ， 负 载 阻抗 为 (25 +j25) N, 求 线 上 反射 系数 的 模 值 。 

7-7 一 无 耗 传输 线 的 特性 阻抗 为 500Q、 负 载 阻抗 为 (300 +j250) Q， 当 工作 频率 为 1GHz 时 ， 若 使 
用 AM4 阻抗 变换 器 使 得 负载 与 传输 线 匹配 ， 求 /4 阻抗 变换 器 的 特性 阻抗 及 安放 的 位 置 。 

7-8 ”什么 是 波导 的 截止 波长 ? 工作 波长 大 于 或 小 于 截止 波长 时 ， 波 导 中 的 电磁 波 有 何 特性 ? 

7-9” 某 矩形 波导 中 传输 电磁 波 的 工作 波长 分 别 是 8mm 和 .8.2mm 时 ， 选 那 种 型 号 的 波导 可 传输 单 模 
TEw? 

7-10 ”圆柱 形 波导 中 的 波形 指数 m、n 有 何 意义 ? 为 何不 存在 n=0 的 波 ? 

7-11 何谓 波导 的 模式 兼并 ? 和 矩形 波导 和 圆柱 形 波导 的 模式 兼并 有 何不 同 ? 

7-12 车 一 圆柱 形 波导 只 传输 TE, 模 ， 信 号 的 工作 波长 为 Sem， 问 圆柱 的 半径 为 多 少 ? 

7-13 用 a x6=4.755cm х2. 215ст 的 矩形 波导 做 成 矩形 谐振 器 ， 内 部 填充 介质 为 聚 乙烯 (e, =2.25), 
车 该 谐振 器 的 谐振 频率 为 5CHz， 求 振 落 模式 分 别 为 TElo 、TEm 时 谐振 器 的 长 度 ? 

7-14” 设 空气 填充 的 圆柱 形 谐振 器 的 直径 为 3cm， 对 同一 谐振 频率 ， 若 振荡 模式 为 TMos 时 ， 空 腔 的 长 
度 比 振荡 模式 为 TMo 时空 腔 的 长 度 长 2.32cm， 求 该 谐振 频率 。 

7-15 ”用 于 S 波段 雷达 的 无 耗 空气 矩形 波导 的 尺寸 ae xb =7. 124ст x3.404cm， 主 模 沿 +z 方向 传播 ， 
频率 为 3GHz， 如 果 电 场 的 激励 电 平 为 0kV/m， 求 传输 的 平均 功率 。 

7-16 证 明 在 矩形 波导 中 TEw 波 的 平均 功率 等 于 波导 中 每 单位 长 度 电磁 能 量 密度 的 平均 值 乘 以 波 的 能 
量 传播 速度 。 
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在 前 几 章 中 ， 讨 论 了 电磁 波 在 自由 空间 的 传播 ， 在 分 界面 上 的 反射 与 折射 ， 在 受 约束 的 
空间 一 一 各 种 波导 系统 中 导 行 电磁 波 的 传播 特性 。 但 所 有 这 些 都 没有 对 波 的 来 源 进行 探讨 ， 
也 没有 触及 到 波导 系统 中 的 电磁 波 如 何 转换 成 自由 空间 中 的 电磁 波 。 本 章 介 绍 电磁 辐射 就 是 
对 上 述 问 题 的 解答 ， 主 要 内 容 包括 电磁 波 辐射 的 基本 原理 、 电 偶 极 子 、 磁 偶 极 子 基本 辐射 单 
元 产生 的 辐射 场 的 特性 。 


8.1 ”电磁 波 的 辐射 


电磁 波 是 时 变 电 荷 和 电流 所 产生 的 。 导 体 表面 有 时 变 电 荷 和 时 变 电 流 时 ， 导 体 的 周围 就 
有 时 变 电 磁 场 以 及 对 应 的 电磁 能 量 。 在 一 定 的 条 件 下 ， 受 导体 所 约束 的 电磁 能 量 的 一 部 分 可 
以 转变 为 自由 传播 的 电磁 能 量 。 把 携带 能 量 的 电磁 波 脱离 源 向 远 处 传播 出 去 而 不 再 返回 波源 
的 现象 ， 称 为 电磁 波 的 辐射 ， 简 称 电磁 辐射 。 电 磁 波 的 辐射 是 一 种 客观 存在 的 物理 现象 。 

由 前 面 章节 内 容 可 知 ， 在 静电 荷 周 围 只 能 建立 感应 电场 ， 其 大 小 与 场 点 和 源 点 之 间距 离 
的 二 次 方 成 反比 ， 且 幅 值 下 降 速 度 很 快 ， 不 可 能 向 外 辐射 。 如 图 8-1а 所 示 ， 电 容器 接 在 直 
流 电源 上 ， 极 板 分 别 分 布 有 正 负电 荷 ， 在 极 板 间 只 存在 静电 场 ， 不 产生 电磁 波 。 

电磁 辐射 只 能 在 交 变 电荷 情况 下 产生 。 在 图 8-1b 中 ， 电 容器 接 在 交 变 电源 上 ， 极 板 上 
的 电荷 在 不 同时 间 段 作 正 负 变 化 ， 在 极 板 间 存在 交 变 电磁 场 。 但 此 时 由 于 极 板 间 的 距离 较 
小 ， 交 变 电 磁 场 基本 束缚 在 极 板 之 间 。 若 将 极 板 逐渐 张 开 ， 如 图 8-1c、d 所 示 ， 交 变 电 磁 场 
就 逐渐 向 极 板 外 扩大 ， 并 向 远 处 传播 ， 形 成 电磁 辐射 。 事 实证 明 ， 随 着 极 板 上 正 负 电荷 交替 
速率 的 加 快 ， 即 交 变 电磁 场 的 频率 不 断 提高 ， 辐 射 的 范围 逐渐 加 强 ， 也 即 频率 越 高 (波长 
越 短 ) ， 辆 射 越 强 。 

由 上 述 分 析 可 知 ， 电 磁 辐 射 还 与 电磁 波 波源 的 结构 形式 有 关 。 通 常情 况 下 ， 开 放 的 结构 
有 利于 辐射 的 形成 封闭 的 结构 一 般 不 形成 辐射 。 另 外 ， 只 有 辐射 系统 的 尺寸 大 小 能 和 电磁 
波 波长 相 比拟 时 ， 才 有 可 能 产生 明显 的 辐射 效应 。 

使 电磁 能 量 产生 辐射 的 装置 称 为 天 线 或 辐射 器 ， 它 是 实现 导 行 电磁 波 和 自由 空间 电磁 波 
之 间 过 渡 和 匹配 的 一 种 电磁 结构 ， 是 一 种 能 量 转换 器 。 当 波源 的 频率 提高 到 使 电磁 波 的 波长 
与 天 线 尺 寸 可 比拟 时 ， 天 线 上 就 会 出 现 明显 的 电磁 辐射 。 天 线 的 类 型 可 大 体 分 为 线 天 线 与 面 
天 线 ， 几 乎 所 有 的 天 线 都 是 开放 式 结构 。 
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引 平 行 板 电容 器 b) 平行 板 电容 器 电容 器 极 板 打开 3) 电容 器 极 板 打 开 
接 直流 电源 接 交流 电源 成 一 定 角度 构成 辐射 源 
图 8-1 交 变 电 场 


对 电磁 波 辐射 问题 ， 主 要 关心 的 是 天 线 的 辐射 场 强 、 方 向 性 以 及 辐射 功率 。 因 此 ， 电 磁 
辐射 问题 又 可 以 说 成 是 已 知 天 线 的 电流 分 布 ， 求 解 空间 中 的 电磁 场 分 布 以 及 电磁 波 在 空间 中 
的 传播 问题 。 天 线 辐射 的 严格 求解 必须 解 麦 克 斯 韦 方程 的 边 值 问题 ， 这 在 数学 计算 上 是 十 分 
困难 的 ， 甚 至 无 法 求解 ， 因 而 在 求解 过 程 的 不 少 环节 上 都 根据 实际 情况 作 一 些 近似 。 下 面 主 
要 介绍 基本 的 天 线 一 一 电 侦 极 子 、 磁 侦 极 子 的 辐射 场 的 求解 。 


8.2 ” 电 偶 极 子 的 辐射 


电 偶 极 子 也 称 为 电 基 本 振子 ， 是 为 分 析 线 状 天 线 而 抽象 出 来 的 天 线 最 小 构成 单元 。 电 偶 
极 子 是 一 种 应 用 范围 最 广 的 基本 辐射 单元 ， 它 是 一 段 通 有 高 频 电流 的 直 导 线 ， 当 导线 长 度 / 
远 小 于 波长 和 且 导 线 直径 远 小 于 导线 长 度 ! 时 ， 导 线 上 所 有 
点 的 电流 振幅 和 相位 都 认为 是 恒定 的 ， 即 等 幅 同 相 分 布 。 实 
际 辐射 电磁 波 的 天 线 可 以 看 成 是 无 穷 多 个 电 偶 极 子 的 番 加 ， 
研究 电 偶 极 子 的 辐射 特性 具有 广泛 的 代表 性 。 

求解 电 偶 极 子 的 辐射 场 ， 就 是 求解 电 偶 极 子 形成 的 电磁 
场 。 通 常 应 用 动态 位 方程 求解 电 偶 极 子 的 矢量 磁 位 4， 然 后 
通过 矢量 磁 位 4 与 磁场 本 和 电场 E 之 间 的 关系 ， 求 得 磁场 
НЕ, 

若 将 电 偶 极 子 位 于 坐标 原点 ， 沿 z 轴 放 置 ， 如 图 8-2 所 
示 ， 短 导线 长 度 为 !， 截 面积 为 AS， 电 偶 极 子 上 的 电流 分 布 
Xizi. 图 82 HARF 

根据 第 5 章 动 态 位 方程 的 知识 ， 空 间 任意 场 点 的 矢量 磁 
位 为 


有 [ye y 
4(r) =] к 
式 中 ,R = |r-r|。 
对 于 电 偶 极 子 ， 其 体积 元 dY' = duAS， 电 流 密度 J(r) -5 ， 由 于 电 偶 极 子 位 于 坐标 原 


A, 且 1<A， 因而 有 R= |r-”|~r， 则 电 侦 极 子 在 已 点 的 矢量 位 为 
AG) = ЫШ Гы" x Bf Idle” _ и Пе” 
4т- R 4т- т 4т г 


= e, Ele (8-1) 
4тг 
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将 式 (8-1) 的 直角 坐标 在 球 坐 标 系 中 展开 为 4,、4。、4。 分 量 ， MAM H=- VxA 


URERA Н, 又 由 EE "ы VxH 可 以 求 得 电场 E。 求 得 的 电场 E 和 磁场 在 球 坐 标 系 中 
的 各 分 量 为 


2mweo 

ы зму) 
Ev Pr 

Е, =0 (8-2) 
H, =0 
н, =0 

(ЖОК КАЛДЫ 
Н, = pai + 3) > 


由 式 (8-2) WA, BARTELE Е 和 磁场 及 互相 垂直 ， 电 场 E 处 于 电 
侦 极 子 所 在 的 平面 ,电场 有 E,、E。 分 量 ， 磁 场 吾 只 有 H, Ait, SEREH r, r R 
r 项 。 

为 了 便于 分 析 ， 根 据 lir 的 大 小 将 电 偶 极 子 周 围 的 空间 分 为 近 区 (kr < 1) 、 远 区 (kr > 
1) 、 中 间 区 3 个 区 域 ， 下 面 分 别 加 以 讨论 。 

1. 近 区 场 


当 jr<1 时 ， к=”, ТЕ ТТА 
«=, R (82) 中 各 量 只 保留 二 的 高 次 项 。 于 是 式 (8.2) 近似 为 
жес ы» 
2mweor 


Е,=-] 


Ling (8-3) 


4тоєуг 
Н, = 22590 
通过 分 析 可 得 出 近 区 场 的 如 下 特点 : 
1) 电场 与 碰 场 相位 相差 也 ， 因 此 平均 坡 印 鞍 和 量 S, -Ex 娘 =0。 说 明 在 上 述 近似 的 条 
件 下 ， 近 区 场 能 量 没有 向 外 辐射 ， 故 近 区 场 又 称 为 感应 场 或 束缚 场 。 
2) 电流 7= 吗 ， 用 复数 表示 为 1 =jog， 将 其 代入 式 (83) 中 ， 得 到 电场 玉 ME, 分 别 为 


(2 тшвшазешина 


可 见 ， 时 变 电 偶 极 子 电场 与 静电 场 中 电 偶 极 子 产生 的 电场 近似 相等 。 因 此 ， 近 区 场 也 称 
为 准 静 态 场 。 


应 该 指出 ， 以 上 有 关 近 区 场 的 结论 是 在 忽略 了 二 及 上 项 得 出 的 ， 实 际 上 被 包 略 的 部 分 能 


量 是 由 近 区 场 辐射 出 去 形成 了 远 区 场 中 的 电磁 波 。 只 不 过 在 近 区 ， 辐 射 场 的 能 量 远 小 于 束缚 
场 的 能 量 。 


2. 远 区 声 
Mrl i, Pik T à 


FU Ж т>, 即 场 点 P 与 源 点 的 距离 远大 于 波长 A。 此 时 式 


(82) 中 各 量 只 保留 上 项 。 于 是 式 8-2) 近似 为 


Ес ЕТ Ч 
Е, == j ——singe™ = j —повіпбе 
4Tmweor 2Ar @) 


H, = вее = isinge 


"Җир, т 为 自由 空间 的 波 阻抗 ， m= fe-nn, 


远 区 场 的 特点 如 下 : 
1) ERARA E, ЖІН, 项 ， 它 们 在 空间 上 相互 垂直 ， 在 时 间 上 同 相 ， 平 均 坡 印 廷 矢量 
为 


21, усе и enl По)" 
5„ = TRe(ExH') = е, Th, = em( arsing) (8-5) 


说 明 ， 远 区 场 能 量 向 外 辐射 。 并 且 能 量 辐射 方向 与 电场 和 磁场 方向 都 季 直 ， 远 区 场 近似 
为 TEM 波 。 

2) 远 区 场 中 电场 和 磁场 都 有 空间 相位 因子 。 交 ， 因 子 e 关 说 明 相位 随 т 的 加 大 而 持续 
滞后 ， 因 此 辐射 有 滞后 性 。 等 相位 面 是 " 为 常数 的 球面 ， 故 远 区 辐射 场 为 球面 波 。 由 于 等 相 
位 面 上 不 同 点 的 E。 和 Н, 项 的 振幅 并 非 一 定 相同 ， 所 以 球面 波 又 是 非 均匀 平面 波 。 

3) 远 区 场 中 电场 和 磁场 振幅 都 有 因子 sing， 说 明 在 不 同方 向 上 辐射 强度 不 相等 ， 也 就 


是 说 辐射 有 方向 性 。 当 9= 卫 时 ， 即 在 垂直 于 天 线 轴 的 方向 上 ， 辐 射 场 的 振幅 最 大 ;平行 于 
天 线 轴 的 方向 ， 辐 射 场 振幅 为 零 。 方 向 性 是 天 线 的 主要 特性 之 一 。 
4) 远 区 场 中 电场 和 磁场 的 振幅 与 成 反比 ， 与 人 成 正比 。 电场 和 磁场 的 振幅 不 仅 与 电 


偶 极 子 的 几何 尺寸 有关， 还 与 电 偶 极 子 的 电 长 度 上 有 关 。 而 电场 和 磁场 的 振幅 之 间 的 关系 
为 
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aa 8-6 
н,“ (8-6) 

5) 电 偶 极 子 向 空间 辐射 的 平均 功率 为 
P = | 15,145 = [ Эн, las = sort (>) (вл) 


6) 电 偶 极 子 辐射 出 去 的 能 量 不 再 返回 ， 对 于 波源 来 说 辐射 出 去 的 功率 是 损耗 的 功率 。 
参照 电路 理论 ， 可 以 引入 一 个 等 效 电 阻 ， 此 电阻 消耗 的 功率 即 等 于 辐射 功率 ， 这 个 等 效 电阻 
称 为 辐射 电阻 R,， 定 义 为 


Е, = т Е ют (1) (8-8) 


辐射 电阻 R, 反映 了 天 线 辐射 电磁 波 的 能 力 ， 它 仅仅 取决 于 天 线 的 结构 和 工作 波长 ， 是 
天 线 的 一 个 重要 参数 。 

3. 中 间 区 

介 于 远 区 和 近 区 之 间 的 区 域 称 为 中 间 区 。 由 于 中 间 区 工程 上 考虑 得 较 少 ， 不 再 讨论 。 


8.3 ” 磁 偶 极 子 的 辐射 


磁 偶 极 子 又 称 为 磁 基 本 振子 ， 物 理 世界 当中 并 不 存在 ， 它 只 是 工程 上 的 一 种 等 效 模型 ， 
是 一 个 半径 为 a(a < А) 的 载 有 高 频 电流 的 细小 导体 圆 环 ， 
也 称 电 流 环 ， 如 图 8-3 所 示 。 

当 导体 圆 环 的 周 长 远 小 于 波长 时 ， 可 认为 流 过 圆 环 的 
高 频 电 流 的 振幅 和 相位 为 一 定 值 ， 环 上 各 点 的 振幅 和 相位 
处 处 相同 。 磁 偶 极 子 的 辐射 场 求解 方法 与 求解 电 偶 极 子 辐 
射 场 的 方法 相似 。 

小 导体 圆 环 半径 为 ae(a < 入) ， 其 面积 为 S = па, 其 
上 电流 为 1= fue” ， 任 取 线 上 一 小 段 dl， 导 体 的 截面 积 为 
AS, EBJE AV = di'A5， 电 流 密度 VCr) = 站， 由 上 ” 
节 内 容 可 知 ， 其 在 P 点 处 的 矢量 磁 位 为 

ЕУ a рге шге, шейіт 
4(r) - #2} ж” = кї = к AA =} port 689) 


Җ (8-9) 的 精确 求解 非常 困难 ， 只 能 近似 求解 。 令 r= |r|， 因 |r'| =a<r， 可 作 如 下 
的 近似 计算 : 


图 8-3 ВУ 


е = et = ен) ене) ~ етер -jk(R-r)] 


БАТ еи RRUA A AA KERNE Ж ВАННУ АХ 
(8-9) 得 到 
_ иге! „ ppe” А { я 
A(r) = ра; Р“ Шу»; p (l +k ЖЮ) (8-10) 


Җ (8-10) 是 对 原点 变量 的 积分 ， 场 点 变量 r 可 视 为 常数 ， 则 式 (8-10) 可 改写 为 


@ тшашшзашиши 


Ао) ЕТО Dar - Mg Tra = «а io [GT 


Җ (8-11) 方 括号 中 的 部 分 与 恒定 电流 环 的 矢量 磁 位 表达 式 相同 ， Haen, 其 在 球 
坐标 系 下 的 结果 如 下 : 


ГР ас и Шла? sin s 
т sino (8-12) 
由 此 可 得 到 磁 偶 极 子 的 矢量 磁 位 为 
A(r) = ew(1 де згө (8-13) 
Е 


利用 Le УХА Ци Vx ТОКА E ЖШ 也 在 球 坐 标 系 中 的 各 分 
量 为 


Е, =0 
Е, = 
в, ==] sina( 1) 
сми 

А (8-14) 
= т оі Б” 

Е 

a P 

H, ЕИ -全 + 关 + 二 i 
H, =0 


由 式 (8-14) 可 见 ， 磁 偶 极 子 产 生 的 电磁 场 中 电场 E 和 磁场 HEARE, ЯН, 
磁场 的 取向 与 电 偶 极 子 的 电场 、 磁 场 相互 交换 。 磁 偶 极 子 的 电磁 场 也 可 以 分 为 近 区 场 和 远 区 
场 进行 分 析 ， 由 于 工程 上 更 多 地 关注 远 区 场 的 场 分 布 ， 故 下 面 仅 对 远 区 场 进行 讨论 。 

对 于 远 区 场 ，i>1， 只 保留 电场 、 磁 场 中 含有 1/r 项 ， 从 而 得 到 磁 偶 极 子 的 远 区 场 为 


А (8-15) 


由 式 (8-15) 可 知 ， 磁 偶 极 子 的 辐射 场 与 电 偶 极 子 的 辐射 场 有 许多 相似 之 处 。 磁 偶 极 子 
的 辐射 场 也 是 ТЕМ 非 均匀 球面 波 ， 都 有 方向 性 函数 sin9， 电 场 与 磁场 振幅 都 相差 波 阻抗 Mo 
倍 。 磁 偶 极 子 有 E, Н, 分 量 ， 电 侦 极 子 有 Е,, Н, 分 量 。 
与 电 偶 极 子 的 计算 类 似 ， 可 得 到 磁 偶 极 子 的 平均 辐射 功率 为 
Р = таг (8-16) 
磁 偶 极 子 的 辐射 电阻 R, 为 
_320®а* 


К, = А 


(8-17) 
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比较 电 偶 极 子 和 磁 偶 极 子 的 场 强 公式 ， 可 以 发 现 两 者 非常 类 似 。 电 偶 极 子 的 磁场 分 量 相 
当 于 磁 偶 极 子 的 电场 分 量 ， 电 偶 极 子 的 电场 分 量 相当 于 磁 偶 极 子 的 磁场 分 量 。 于 是 人 们 将 电 
流 环 设想 成 为 磁 流 元 ， 进 而 引入 磁 荷 的 概念 。 事 实证 明 ， 这 样 的 假设 是 非常 有 意义 的 ， 对 偶 
原理 正 是 基于 以 上 假设 的 。 


8.4 对偶 原理 


迄今 为 止 ， 人 们 还 不 能 确定 在 自然 界 是 否 存在 静止 的 磁 荷 和 磁 流 ， 但 引入 磁 荷 和 磁 流 的 
概念 ， 有 时 可 以 大 大 简化 计算 ， 其 结果 的 正确 性 也 经 过 实验 证 明 。 

在 稳 态 电磁 场 中 ， 电 场 的 源 是 静止 的 电荷 ， 磁 场 的 源 是 恒定 电流 。 那 么 ， 引 入 磁 荷 和 磁 
流 的 概念 后 ， 是 否 可 以 相应 地 有 静止 的 磁 荷 产生 磁场 ， 恒 定 的 磁 流产 生 电场 的 结论 呢 ? 为 
此 ， 将 原本 由 电荷 和 电流 产生 的 电磁 场 分 为 两 部 分 ， 一 部 分 是 由 电荷 和 电流 产生 ， 另 一 部 分 
有 磁 荷 和 磁 流 产生 。 相 应 地 ， 麦 克 斯 韦 方程 组 可 重新 写 为 如 下 形式 : 


VxH =J+e?Ë (8-18a) 
oat 

VxE = (8-18Ь) 

eViE=p (8-18c) 

pVH=p" (8-18d) 


式 (8-18) 称 为 广义 麦克 斯 韦 方程 。 公 式 中 的 上 标 т 表示 磁 量 ，J” 是 磁 流 密度 ， 其 量 
MREP (V/m); р" 是 磁 荷 密度 ， 其 量 纲 是 瓦 每 平方 米 (W/m?)。 式 (8-18a) 等 
号 右边 用 正 号 ， 表 示 电 流 与 磁场 之 间 存 在 右手 螺旋 关系 ; R (8-18b) 等 号 右边 用 负 号 ， 表 
示 磁 流 与 电场 之 间 存在 左手 螺旋 关系 。 

如 果 由 电荷 及 电流 产生 的 电场 和 磁场 用 Е 和 Н" 表示 ， 由 磁 荷 及 磁 流 产生 的 电场 和 磁 
HA Е" ЯП Н" 表示 ， 则 有 

Е =E + Е" ( 8-19a) 
H = Н + Н" (8-19Ь) 

HA (8-19) RAR (8-18) 中 ， 因 麦克 斯 韦 方程 中 的 算 子 (微分 、 散 度 、 旋 度 ) 为 

线性 算 子 ， 麦克 斯 韦 方 程 具有 线性 特征 ， 则 可 将 广义 麦克 斯 韦 方 程 分 解 为 如 下 的 两 组 方程 : 


тн" = (8-20a) 
н" 
ХЕ =-p° г (8-20Ь) 
eV- E = (8-20с) 
Ш У-Н =0 (8-204) 
Җ (8-20) 是 描述 只 有 电荷 、 电 流产 生 的 电磁 场 。 
aE" 


Vx H" = =" -一 (8-21a) 
ðt 


@ тнзшззашини 


УхЕ" = 一 三 -wE (8-21b) 
2" У.Е" =0 (8-21с) 
и" 9: Н" = р" (8-214) 


R (8-21) 是 描述 只 有 磁 荷 、 磁 流产 生 的 电磁 场 。 式 中 ， 磁 荷 密度 和 磁 流 密度 之 间 的 关 
系 如 下 : 


у. је =- 9" (8-22) 


R (8-22) 称 为 磁 流 连续 性 方程 ， 其 意义 与 电流 连续 性 方程 相同 。 

式 (8-20) MR (8-21) 在 形式 上 相似 , H H REE, 用 -E" КАН", 用 p" 代 
Жр", ARES, 用 "代替 E, е" Ки", ЖИА, R (8-21) 就 变 为 式 (8-20)。 
这 就 意味 着 这 两 个 方程 组 的 解 在 形式 上 也 相似 ， 在 已 知 E* 和 Н" 解 的 情况 直接 通过 上 述 的 
替换 得 到 Е" 和 Н" 的 解 。 上 述 这 种 对 应 关系 就 称 为 对 偶 原 理 ， 也 称 二 重 性 原理 。 

利用 对 偶 原理 从 一 种 麦克 斯 韦 方程 组 的 解 直 接 得 出 另 一 种 麦克 斯 韦 方程 组 的 解 ， 可 避免 
大 量 复杂 的 计算 工作 。 表 8-1 列 出 了 对 偶 原理 中 场 量 的 对 偶 关 系 。 

表 8-1 对 偶 原理 中 场 量 的 对 偶 关系 
Ее н" Р" r Gi w 
н" -B° o г и" г" 


应 用 对 偶 原理 ， 磁 偶 极 子 的 辐射 场 可 根据 电 偶 极 子 的 场 强 公式 直接 写 出 来 。 根 据 式 
(8-4) ， 电 偶 极 子 的 远 区 场 分 布 为 
Е, =] msinge 
п 


H, =-j zarin 


应 用 对 偶 原 理 ， 将 上 式 中 的 Е, НОУ He, Н, ОУ -Е,, m = Мена» а, 
7 替换 为 /。， 可 直接 写 出 磁 偶 极 子 的 远 区 辐射 场 为 


Ll 
PE A ы 
Н, = }у "у -эшбе 
Ll 
Е, =- jisinge 


式 中 ，1.l 定义 为 磁 流 元 ， 它 与 电流 环 之 间 的 关系 为 
Ll = joytoS! = jkmolS = j Enla? = Жы 
综合 上 述 结果 ， 经 整理 后 可 得 到 
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这 与 前 面 应 用 矢量 位 求解 得 出 的 磁 偶 极 子 的 场 强 完全 一 致 。 这 也 证 明了 利用 对 偶 原 理 求 
解 电磁 学 中 的 一 些 问题 可 使 求解 过 程 大 大 简化 ， 因 此 ， 引 入 磁 荷 和 磁 流 的 假想 是 有 意义 的 。 


习题 8 


8-1 辐射 电阻 是 否 意味 着 天 线 在 辐射 电磁 能 量 时 损耗 或 阻力 ? 辐射 电阻 的 大 小 与 哪些 参量 有 关系 ? 

82 设 一 内 阻 为 零 的 高 频 电源 向 某 一 点 电 基本 振子 天 线 供 电 ， 该 天 线 的 长 度 为 Al = Sm， 天 线 中 的 电 
流 1=35A， 电 源 的 频率 六 = 10"Hz， 求 电源 的 输出 功率 。 

8-3 ”一 发 射 天 线 位 于 坐标 原点 ， 离 天 线 较 远 处 测 得 天 线 激发 电磁 波 的 场 强 为 


E(r,t) = Е, Ее * L )]esv/m 


с 
RP, e 为 真空 中 的 光速 。 求 天 线 辐射 的 平均 功率 。 

8-4 设 天 线 的 轴线 沿 着 东西 方向 放置 ， 在 远方 有 一 移动 接收 电台 在 正 南方 并 且 接 收 到 最 大 电场 强度 。 
当 电 台 沿 着 以 天 线 为 中 心 的 圆周 在 地 面 上 运动 时 ， 电 场 强度 逐渐 减 小 。 当 电场 强度 减 小 到 最 大 值 的 0.707 
倍 时 ， 电 台 偏离 正 南 方 多 少 度 ? 

85 ”垂直 放置 的 电 偶 极 子 作 为 辐射 天 线 ， 已 知 q。 =3 х1077С, /=5MHz，Al = Sm， 分 别 求 与 地 面 成 
40° 角 、 离 电 偶 极 子 中 心 30m 和 5km 处 的 电场 和 磁场 的 表达 式 。 
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9.1 位 场 的 边 值 问题 


第 2 章 到 第 4 章 关 于 静态 电场 和 磁场 这 类 场 的 基本 规律 的 分 析 ， 总 的 来 说 可 以 归结 为 求 
解 静态 场 的 边 值 问题 ， 即 在 给 定 的 边界 条 件 下 求解 泊 松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 解 的 问题 。 

要 解决 一 个 工程 实际 中 出 现 的 电磁 场 问题 ， 要 正确 提出 场 的 边 值 问题 ， 即 根据 场 的 基本 
规律 ， 推 导出 场所 满足 的 微分 方程 。 在 静电 场 、 恒 定 电场 和 恒定 磁场 中 ,标量 位 函数 满足 泊 
松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 ， 这 些 场 的 微分 方程 描述 了 场 的 分 布 及 变化 规律 ， 数 学 上 称 这 类 方程 
为 泛 定 方程 。 但 仅 根 据 这 些 泛 定 方程 还 不 能 唯一 地 确定 场 的 解答 ， 还 需要 根据 实际 问题 的 物 
理 特性 ， 确 定 给 定 问题 的 定 解 条 件 ， 包 括 场 域 的 边界 条 件 和 介质 分 界面 的 衔接 条 件 ， 构 成 场 
的 边 值 问题 ， 然 后 选择 适当 的 方法 求解 。 

数学 中 偏 微分 方程 的 定 解 条 件 包括 空间 变量 的 边界 条 件 和 时 间 变量 的 初始 条 件 ， 由 于 静 
态 场 的 泊 松 方程 和 拉 普 拉 斯 方程 都 与 时 间 无 关 ， 场 量 仅 是 坐标 的 函数 ， 因 此 ， 这 些 定 解 条 件 
就 是 空间 变量 的 边界 条 件 。 边 界 条 件 通 常 分 为 3 类 (参见 第 2 章 2.4. 1 节 静 电场 的 边 值 问题 
概述 ) ， 泛 定 方程 与 边界 条 件 一 起 构成 电磁 场 的 边 值 问题 。 

电磁 场 边 值 问题 的 求解 方法 有 解析 法 、 间 接 求解 法 和 数值 计算 方法 。 解 析 法 包括 直接 解 
方程 法 、 分 离 变量 法 和 复 变 函数 法 等 ， 在 第 2 章 中 介绍 了 直接 解 方程 法 和 分 离 变量 法 ; 间接 
求解 法 包括 镜像 法 和 电 轴 法 ， 第 3 章 中 作 了 详细 介绍 ;电磁 场 数值 计算 方法 包括 有 限 差分 法 
(finite difference method) 、 和 矩 量 法 (method of moments) , 41 л 5 (finite element 
method) 和 边界 元 法 (boundary element method) 等 。 本 章 简要 介绍 有 限 差分 法 和 有 限 元 法 的 
基本 思想 和 求解 步骤。 


92 ”有 限 差分 法 


有 限 差分 法 是 计算 机 数值 计算 最 早 采用 的 方法 ， 至 今 仍 被 广泛 运用 。 该 方法 是 一 种 直接 
将 微分 问题 变 为 代数 问题 的 近似 数值 解法 ， 数 学 概念 直观 ， 表 达 简 单 ， 是 发 展 较 早 且 比较 成 
熟 的 数值 方法 。 随 着 计算 机 技术 的 发 展 ， 各 种 数值 计算 方法 发 展 很 快 ， 尤 其 是 在 有 限 差分 法 
和 变 分 方法 相 结合 的 基础 上 发 展 起 来 的 有 限 元 法 日 益 得 到 广泛 应 用 ， 很 多 成 熟 的 商业 软件 应 
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运 而 生 ， 但 是 有 限 差分 法 以 其 固有 的 特点 仍然 是 一 种 不 容 忽视 的 数值 计算 方法 。 例 如 对 于 高 
频 电 磁场 的 传输 、 辐 射 、 散 射 和 透 人 等 工程 问题 ， 可 将 麦克 斯 韦 方程 组 中 旋 度 方程 直接 转化 
为 差分 方程 形成 时 域 有 限 差分 法 (finite difference time domain method) ， 简 称 FDTDM。 

有 限 差分 法 的 基本 思想 如 下 : 利用 网 络 前 分 ， 将 连续 的 定 解 区 域 离散 化 为 有 限 个 网 格 离 
散 节点 的 集合 ; 然后 基于 差分 原理 以 各 离散 点 上 函数 的 差 商 来 近似 替代 该 点 处 的 偏 导 数 ， 于 
是 原 微分 方程 和 定 解 条 件 就 近似 地 代 之 以 代数 方程 组 ， 即 有 限 差分 方程 组 ; 这样， 待 求 的 拉 
普 拉 斯 方程 的 问题 变 为 相应 的 求 联 立 差分 方程 组 的 解 的 问题 。 求 解 出 各 离散 点 上 的 函数 值 ， 
利用 插值 方法 即 可 求 出 整个 场 域 上 的 近似 解 。 


9.2.1 差分 格式 


下 面 以 二 维 静态 电磁 场 拉 普 拉 斯 方程 的 第 一 类 边 值 问题 为 例 来 阐述 有 限 差分 法 的 应 用 。 
有 限 差分 的 网 格 分 割 如 图 9-1 所 示 ， 在 一 个 由 边界 入 界定 的 二 维 区 域 忆 内 ， 电 位 函数 满足 
拉 普 拉 斯 方程 且 给 定 第 一 类 边界 条 件 ， 即 有 如 下 的 静电 场 边 值 问题 : 
i 
22+22 -0， жнр (9-1) 
ах а?у 
elr = У) (9-2) 
应 用 有 限 差分 法 ， 首 先 要 确定 网 格 节点 的 分 布 
方式 。 为 简单 起 见 ， 在 图 9-1 中 ， 用 分 别 与 <、y 轴 
平行 的 两 组 直线 网 格 线 ) 把 场 域 D 划分 成 足够 多 
的 正方 形 网 格 ， 网 格 线 的 交点 称 为 节点 ， 两 相 邻 平 
行 网 格 线 间 的 距离 称 为 步 距 ho 
划分 好 网 格 后 ， 需 把 拉 普 拉 斯 方程 离散 化 。 为 
此 ,将 偏 导数 以 有 限 差 商 表示 。 例 如 ， 对 于 图 中 任 
一 点 0， 有 一 阶 偏 导数 
де| Pvth,y) -elm -h,yo) _ 
ах | 2h е 图 9-1 有 限 差分 的 网 格 分 割 
这 里 足够 小 。 对 于 二 阶 偏 导数 ， 有 
a2| Р (о +h/2,y0) -Ф,(®-Һ?,») Ф 二 2po + Ф 


азаа k ечен (9-3) 
同样 ， BR un 用 有 限 差 商 代 蔡 后 变 为 
Fej „өх Фф). 
эу!» м (9-4) 


HE (9-3) 和 式 (9-4) RAR (9-1) ， 得 通过 差分 离散 后 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 有 限 
差分 近似 表达 式 为 
Ф +p + Ф + Ф, – 4 = 0 (9-5) 
R (9-5) 称 之 为 拉 普 拉 斯 方程 的 差分 格式 ， 或 差分 方程 。 
差分 格式 说 明 ， 在 点 (жу) 的 电位 po 可 近似 地 取 为 其 周围 相 邻 4 点 电位 的 平均 值 。 
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这 一 关系 式 对 区 域内 的 每 一 点 都 成 立 。 也 就 是 说 ， 对 于 场 域内 的 
每 一 个 节点 ， 都 可 以 列 出 一 个 如 式 (9-5) 形式 的 差分 方程 。 但 
是 ， 对 于 紧邻 边界 的 节点 ， 其 边界 不 一 定 正好 落 在 正方 形 网 格 的 
节点 上 ， 而 可 能 如 图 9-2 所 示 。 其 中 1、2 为 边界 线 上 的 节点 ，P、 
4 为 小 于 1 的 正 数 ， 如 上 所 述 ， 可 推 得 对 这 些 节 点 的 拉 普 拉 斯 方程 
的 差分 格式 为 
Ф. Ф Ф Ф. 1 1 
РО жр) (Lg) i t т)” мо 
(9-6) 

RF, pi 和 w 分 别 是 给 定 边界 条 件 函 数 f(s) 在 对 应 边界 点 处 的 。 图 9-2 紧邻 边界 节点 
值 ， 是 已 知 的 。 

由 上 述 知 ， 在 场 域 D 内 的 每 一 个 节点 都 有 一 个 差分 方程 ， 通 过 这 些 方程 把 各 个 内 节点 
的 电位 以 及 边界 上 的 节点 电位 联系 起 来 。 只 要 解 这 个 联 立方 程 组 ， 便 可 求 得 各 个 节点 的 电位 
值 。 
9.2.2 差分 方程 组 的 解 


在 求解 实际 问题 时 ， 由 于 节点 个 数 很 多 ， 联 立 差分 方程 的 个 数 往往 可 达 几 百 甚至 几 千 
个 ， 通常 的 解 联 立方 程 的 直接 方法 (如 行列 式 法 ， 消 去 法 等 ) 便 不 再 适用 。 好 在 每 一 个 差 
分 方程 中 只 包含 很 少儿 项 ， 可 以 采用 逐次 近似 的 迭代 方法 求解 。 这 里 介绍 最 常用 的 迭代 法 : 
高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 和 逐次 超 松弛 法 。 

1. 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 

这 个 方法 是 ， 先 对 节点 (х,у) 选取 迭代 初 值 p,”。 其 中 ， 上 角 标 《0) 表示 0 次 近似 
值 ; FABR i, j 表示 节点 所 在 位 置 ， 即 第 i 行 第 j 列 的 交点 。 再 按 

CT өл) 
反复 迭代 (k=0，1，…)。 必 须 注意 ， 在 迭代 过 程 中 遇 到 边界 点 时 ， 需 用 式 (9-2) 中 的 边 
ЖЖ piy =f 代入。 迁 代 一 直 进行 到 对 所 有 内 节点 满足 条 件 
ө" -ey lew өз) 
Aiko RP, w 是 预定 的 最 大 允许 误差 。 
在 高 斯 - 赛 德尔 迁 代 法 中 ， 网 格 节点 一 般 按 “自然 顺 “ 
序 ” 排 列 ， 即 先 “从 左 到 右 ”， 再 “从 下 到 上 ”的 顺序 
排列 ， 如 图 9-3 所 示 。 和 迭代 也 是 按 自然 顺序 进行 。 [| 

2. 逐次 超 松弛 法 

逐次 超 松弛 法 是 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 法 的 变形 。 和 迭代 过 
程 中 ,为 了 加 速 收敛 ， 把 所 得 结果 依次 代入 进行 计算 的 “ 
同时 ， 还 把 每 次 迭代 的 变化 量 加 权 后 再 代入 。 其 相应 的 图 93 网 格 凶 点 排便 
迭代 格式 为 
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фу =Ф® + 和 (go tot, + Ф + фа дру (9-9) 
ij ij Ф + Фын teing 4-1 ij 
RH, a 是 一 个 供 选 择 的 参数 ， 称 为 加 速 收敛 因子 , 且 1 <a <2, 
逐次 超 松弛 法 收敛 的 快慢 与 加 速 收 和 剑 因子 有 着 明显 的 关系 。 实 践 
RH, ШЖ а 选 得 好 ， 可 以 较 快 地 加 速 迭 代 的 收敛 速 度 。 如 何 选 
择 最 佳 的 收敛 因子 a， 是 一 个 复杂 的 问题 。 

迭代 解 程序 框图 如 图 9-4 所 示 。 

逐次 超 松弛 迭代 法 是 解 拉 普 拉 斯 方程 最 有 效 和 应 用 最 广泛 的 
方法 之 一 。 

例 9-1 应 用 有 限 差分 法 求 如 下 静电 场 边 值 问题 的 近似 值 。 


给 定 域内 各 点 初 什 


ap йе - 0， 0<x<20,0<y<10 
9х ду 
p(x,0) = p(x,10) =0 
Ф(0,у) =0 Бет 
Ф(20,у) = 100 
М 取 h=5 做 正方 形 网 格 〈 见 图 9-5) ， 其 差分 方程 为 
49 -p =0 
4р. -p-p = 0 
Ар; = Ws = 100 199-4 ”近代 解 程序 框图 
利用 高 斯 - 赛 德尔 迭代 公式 
› 
эө = lop 


еэ кере set) keon 2m 


м 1 к 
К =” +» 


AARUN p =2, p =7.5, р” =30， 经 过 6 
次 迭代 得 解 p, =1.786, p, =7. 143, p, = 26. 768， 和 迭代 结 
果 如 表 9-1 所 示 。 


199-5 1 (А =5) 


жэл 和 迭代 结果 
k ш ш из k ш ш иу 
0 2 7.5 30 4 1.789 7.145 26.786 
1 1.875 7.969 26.992 5 1.786 7.143 26.786 
2 1.992 7.246 26.812 6 1.786 7.143 26.786 
з | ъй? 7.156 26.789 | Lo | 


若 步 距 h =2.5 ( 见 图 9-6) ЖАИА Ф, =0 (i=1，2，…，21) ， 最 大 允许 误差 = 
5 х107°, 60132 次 迭代 得 到 解 如 下 : 


(2 тазшечешини 


фі =0.3530, p, =0.9131, p, =2.0102, g, =4.2957, ps =9. 1531, pe = 19. 6631，9) = 
43.2101, ps = 0.4988, py = 1.2893, pio =2.8323, pu = 6.0193, gi = 12.6537, pn = 
26.2894, pu = 53.1774, gis = 0.3530, фе = 0.9131, pr = 2.0103, pu =4.2957, pi = 
9.1531, Pw =19.6632, pn =43. 2101 


图 9-6 正方 形 网 格 (h=2.5) 


如 果 应 用 逐次 超 松弛 法 ， 则 在 给 定 相同 的 最 大 允许 误差 w 的 条 件 下 ， 和 迭代 次 数 与 加 速 
收敛 因子 a 的 关系 如 表 9-2 所 示 。 


表 9-2 选 代 次 数 与 加 速 收敛 因子 a 的 关系 (һ=2.5) 


a Lo 1.10 ZE 1.20 gli 130 | 1 [бую 


жк Е љ |2 165 Д2 28: | 24 


可 见 ， 当 a =1. 3 时 迭代 收敛 相 对 最 快 。 


9.3 有限 元 法 


近 30 年 来 ， 以 变 分 原理 为 基础 建立 起 来 的 有 限 元 法 已 经 普遍 应 用 于 各 类 结构 工程 、 热 
传导 、 空 气动 力学 、 机 械 零 件 强度 分 析 、 流 体力 学 、 电 磁场 问题 等 应 用 技术 领域 。 "有限 
元 ”的 原始 概念 是 ， 用 若干 个 子 区 域 (或 单元 ) 去 代替 整个 连续 区 域 ,这 些 区 域 的 性 质 可 
用 有 限 个 自由 度 来 恰当 地 予以 描述 ， 再 用 离散 系统 分 析 中 熟知 的 方法 将 其 汇集 在 一 起 。 有 限 
元 法 以 变 分 原理 为 基础 ， 把 所 要 求解 的 微分 方程 型 数学 模型 一 一 边 值 问题 转化 为 相应 的 变 分 
问题 ， 即 泛 函 求 极 值 问题 ， 然 后 利用 剖 分 插值 ， 将 变 分 问题 离散 化 为 普通 多 元 函数 的 极 值 问 
题 ， 即 最 终归 结 为 一 组 多 元 的 代数 方程 组 ， 其 解 即 为 待 求 边 值 问题 的 解 。 有 限 元 法 十 分 有 
效 、 通 用 性 强 、 应 用 广泛 ， 已 有 许多 大 型 或 专用 程序 系统 供 工程 设计 使 用 。 

有 限 元 法 的 基本 思想 : 由 求解 给 定 边 界 条 件 下 的 泊 松 方程 化 为 求解 泛 函 的 极 值 问题 。 

有 限 元 方法 的 基本 步骤 如 下 。 

1. #5 

将 待 解 区 域 进 行 分 割 ， 剖 分 成 有 限 个 单元 ， 单 元 的 形状 原则 上 是 任意 的 ， 二 维 问题 一 般 采 
用 三 角形 单元 或 矩形 单元 ， 三 维 问题 可 采用 四 面体 或 多 面体 等 。 每 个 单元 的 顶点 称 为 节点 。 

2. 单元 分 析 

进行 分 区 插值 ， 即 将 分 割 单元 中 任意 点 的 未 知 函数 用 该 分 割 单元 中 形状 函数 及 离散 网 格 
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点 上 的 函数 值 展开 ， 建 立 一 个 线性 插值 函数 。 

3. 求解 近似 变 分 方程 

用 有 限 个 单元 将 连续 体 离散 化 ， 通 过 对 有 限 个 单元 作 分 片 插值 求解 。 有 限 元 法 把 连续 体 
离散 成 有 限 个 单元 ， 连 续 体 的 单元 是 各 种 形状 〈 如 三 角形 、 四 边 形 、 六 面体 等 ) 的 单元 体 。 
每 个 单元 的 场 函 数 是 只 包含 有 限 个 待定 节点 参量 的 简单 场 函数 ， 这 些 单元 场 函数 的 集合 就 能 
近似 代表 整个 连续 体 的 场 函数 。 根 据 能 量 方程 或 加 权 余 量 方程 可 建立 有 限 个 待定 参量 的 代数 
方程 组 ， 求 解 此 离散 方程 组 就 得 到 有 限 元 法 的 数值 解 。 

有 限 元 法 已 被 用 于 求解 线性 和 非 线性 问题 ， 并 建立 了 各 种 有 限 元 模型 。 

有 限 元 法 的 核心 在 于 剖 分 插值 ， 它 是 将 所 研究 的 连续 场 分 割 为 有 限 个 单元 ， 然 后 用 比较 
简单 的 插值 函数 来 表示 每 个 单元 的 解 ， 但 是 它 并 不 要 求 每 个 单元 的 解 都 满足 边界 条 件 ， 而 是 
在 所 有 单元 都 合成 后 再 引入 边界 条 件 。 于 是 ， 近 和 似 积分 如 何 形成 ， 将 成 为 把 一 个 实际 问题 转 
化 为 用 有 限 元 形式 表示 的 首要 和 关键 问题 。 形 成 近似 积分 通常 有 两 类 方法 ， 一 类 是 应 用 变 分 
原理 ， 另 一 类 是 加 权 积 分 方法 。 


9.3.1 变 分 方法 和 算 子 概念 


首先 介绍 一 下 变 分 的 概念 , 设 1 = (у), Ду = yla), AR, KA yla) 是 x 的 函 
数 ， 而 y(x) 又 作为 了 的 自 变 量 ，! 是 函数 y(x) 的 函数 ，7 称 为 yY(x) 的 泛 函 ， 凡 变量 的 值 是 依 
赖 一 个 或 几 个 函数 的 选取 而 确定 的 ; 这 个 变量 就 叫做 泛 函 。 简 单 地 讲 ， 泛 函 就 是 函数 的 函数 。 

定义 如果 对 于 某 一 类 函数 H (也 叫 函数 族 或 一 个 函数 空间 ) 中 的 某 一 函数 y(x) ，/ 
有 一 值 与 之 对 应 ， 即 1 和 函数 y(x*) 有 对 应 关系 ， 那 么 ， 变 量 7 叫做 依赖 于 函数 y(x) 的 泛 
K, HRA 

1 = I[y(x)] (9-10) 

变 分 方法 是 研究 求 泛 函 的 极 大 值 或 极 小 值 的 方法 ， 凡 有 关 求 泛 函 的 极 值 问题 都 叫做 变 分 
问题 。 在 求解 变 分 问题 时 ， 必 须 考虑 附加 的 约束 条 件 ， 带 有 约束 条 件 的 变 分 问题 称 为 条 件 变 
分 问题 。 变 分 方法 可 以 用 来 求解 电磁 场 中 微分 方程 的 泛 函 。 

静电 场 泊 松 方程 为 V e Vp = -p ， 这 里 标量 电位 与 电荷 密度 p 之 间 的 关系 为 g 经 过 
微分 运算 ( - У-У) 可 变换 成 p， 这 一 运算 可 用 算 子 T 表 示 ， 写 作 Tp =p。 对 于 所 有 电 
磁场 方程 ， 无 论 是 微分 方程 〈 拉 普 拉 斯 方程 、 泊 松 方程 、 双 旋 度 方程 或 扩散 方程 ) 还 是 积 
分 方程 ， 都 可 以 表示 为 算 子 方程 的 形式 ， 其 一 般 形式 为 

Tu =f (9-11) 
式 中 ，T 为 算 子 ， 可 以 是 微分 、 积 分 或 矩阵 运算 ; и 为 待 求 元 素 ， 即 原来 微分 方程 中 要 求 的 
未 知 函数 ; /为 给 定 元 素 ， 即 原来 方程 中 的 已 知 函数 。 求 解 电磁 场 问 题 中 的 微分 方程 ， 就 是 
要 在 某 个 线性 集合 D 上 求解 算 子 方程 式 (9-11) 。 求 解 算 子 方程 式 (9-11) 的 问题 可 转化 为 
与 之 等 价 的 变 分 问题 ， 即 泛 函 求 极 值 问题 。 泛 函 I(u) 的 极 小 值 问题 称 为 基本 变 分 问题 。 


9.3.2 静电 场 泊 松 方程 边 值 问题 等 价 的 变 分 问题 


由 算 子 方程 的 变 分 原理 可 知 ， 求 解 算 子 方程 Tu = 的 问题 可 转化 为 与 之 等 价 的 变 分 问 
题 ， 即 求 泛 函 的 极 值 问题 ， 这 一 变 分 方法 可 用 来 确定 电磁 场 微分 方程 的 泛 函 。 下 面 以 二 维 静 
电场 泊 松 方程 为 例 说 明 。 二 维 静 电场 泊 松 方程 形式 为 


(6: тнашазашиза 


- У-єЎр=р, epen (9-12) 
写成 算 子 方程 形式 为 
Тр=р 
式 中 , 算 子 T= - У.У, 
边界 条 件 为 
Гу: Ф = wo 


а, 
Г,.Гу: в Ё = ар+о 
ðn 


式 中 ，gpo Mo 为 边界 上 已 知 函数 ; a 为 常数 ; n 代表 边界 外 法 线 方向 单位 坐标 。 相 应 的 泛 本 为 
Ko) = ],#‹Теә)ай- ean = f el vs Vojan- [ ppan 
对 于 线性 介质 ，e К, UREM, ETSN 
1 


1 
Ie) = [5% Уё)'40 - | рр 40 - = аг (9-13) 


9.3.3 单元 剖 分 和 有 限 元 离散 


将 求解 区 域 前 分 成 有 限 数量 的 单元 ， 对 于 二 维 静 电场 问题 ， 采 用 三 角形 单元 。 全 域 共 痢 
Ж в 个 有 限 单元 和 个 节点 ， 这 些 单元 互 不 重 琶 ， 也 不 间断 ， 各 单元 的 顶点 也 必须 是 相 邻 
单元 的 顶点 ， 不 允许 有 跨越 不 同 媒质 的 分 界面 的 单元 。 为 保证 计算 精度 ， 应 避免 出 现 太 尖 或 
太 钝 的 单元 ; 为 提高 计算 精度 ， 还 应 在 场 强 较 大 的 区 域 划 分 更 密集 的 单元 。 


车 用 фу, фо, =, P, 表示 全 域 上 个 节点 处 的 竺 求 电位 ， 用 9 表示 o 的 近似 值 ， 则 
е=ф= È gN; (9-14) 
RH, M, №, s N, 为 对 应 上 个 节点 的 基 函 数 。 式 (9-14) 就 是 有 限 元 子 空间 中 用 基 范 


数组 成 的 近似 解 。 把 式 (9-14) 代 到 泛 函 表 达 式 o) 中 ， 就 把 变 分 问题 转化 为 有 限 元 子 空 
间 中 的 多 元 函数 的 极 值 问题 了 ， 即 


min /(ф) ~ min I($) = min /(ф,ф;,т,ф,) 
AF, I (pi, Pos +, ф,) 是 待 求 电位 p, ps +, р, 
首先 将 每 一 个 单元 上 的 基 函 数 都 求 出 来 ， 然 后 将 所 有 公共 节点 的 相 邻 单元 上 的 基 函 数组 
合 在 一 起 ， 就 可 以 得 到 全 域 上 的 基 枉 数 。 在 求 得 全 域 上 的 基 画 数 N = М, M, =, М," 
E, ZE 1(p) 的 极 值 问题 已 近似 转化 为 多 元 函数 Kg pp) 的 极 值 问题 ， 即 求 min 
1，…9。) 的 问题 。 根 据 多 元 函数 极 值 理论 , Ko, paspa) 达到 极 值 的 必要 条 件 是 


=— = 0, 1=1,2,--,п (9-15) 


Hlp) 是 二 次 泛 函 时 ， 式 〈9-15) Ep, p s Pa 的 线性 代数 方程 组 ， 它 也 就 是 全 
域 上 的 有 限 元 集合 方程 ， 解 之 即 可 求 得 待 求 的 = 个 节点 的 函数 值 。 
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5 Sig; = Е, i=1,2,,n (9-16) 

я 
RF, Sy = [В УМ: УМа0,Р, = | /N40 ,， 则 可 得 = 阶 联 立 代数 方程 组 ， 写 成 矩阵 形式 为 
S =F (9-17) 


AH, S= [5,], (i, j=1, 2, =, n); Фе[ф prn pal"; F=[F, Fy Е," 
在 实际 解 题 中 ， 方 程式 (9-17) 是 由 单元 上 的 导数 式 集合 而 成 的 。 为 此 首先 进行 单元 分 
析 ， 先 求 得 单元 。 上 泛 函 的 表达 式 为 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


ы 电场 分 


图 9-7 导体 槽 中 电位 和 电场 分 布 


б 工程 电磁 场 与 电磁 波 基 础 


Г =1(ё') (9-18) 
然后 将 式 9-18) 分 别 对 单元 。 的 wp ，p:，…，9。 求 导 ， 就 可 以 得 到 如 下 方程 组 
[2] = SG -F (9-19) 
эц, 
or ar ar Әг ү" 4 1; * 
aie lais и "ЛТ" 1, D = {ф, pa сз, Ф", Е 
= [F, R, 5, R], (i, j=l, 2, 5, k)o 


式 (9-19) 是 单元 导数 式 ， [5;] 称 为 单元 的 系数 矩阵 。 把 泛 函 1 写成 所 有 单元 了 之 和 


Ег, 按 式 (9-19) 求 出 各 单元 的 导数 式 。 由 于 待 求 电 位 在 节点 处 的 连续 性 ， 单 元 节点 
应 以 实际 编号 表示 ， леда Pis pas Pn жашна лашы 


Ы У, 91 
2 рз = ШШ? 2 а ` Б эю) 

RP, pis фа, +, Ф, 为 所 有 节点 的 待 求 函数 值 ，n 为 节点 总 数 。 

式 (9-20) 经 过 整理 后 可 用 矩阵 形式 表示 为 式 (9-17) ， 因 此 ， 算 子 方程 Te =f 的 近似 
解 最 终归 结 于 解 代数 方程 组 〈9-27) ， 只 要 从 代数 方程 组 解 出 pg, ，p,，…，wp。， 即 为 相应 的 
微分 方程 在 n 个 节点 上 的 近似 数值 解 。 . 

例如 ， 用 有 限 元 法 分 析 本 书 第 2 章 习题 2-29 (1) ， 为 一 接地 导体 槽 ， 其 右 侧 极 板 电位 为 
100V， 其 他 极 板 电位 为 0， 图 9-7 给 出 了 其 电位 和 电场 分 布 。 又 例如 ， 图 9-8 为 变压器 空 载运 
行情 况 下 的 磁场 分 布 ， 磁 场 由 一 次 电流 产生 ， 磁 力 线 通 过 铁心 闭合 ， 空 气 中 几乎 没有 漏 磁 。 


附录 A” 常用 公式 


广义 正 交 曲面 坐标 系 中 常用 公式 : 
1 де 1де 1 де 
гасы ага A-1 
‚А дш! E E (А1) 
1 д ð ð 
У.А = pe 
Tnm ae hA gu Mhd + эшкә] (А2) 


һе, h,e, h,e, 
1 ð ð ð 
е R ыкты А-3 
hhhy| ou ди, ди, (А3) 
hA, hA, ҺА 


Ve = V- Vọ =- — [2 (t> 2e), а (t2 зе), а (28 А) (А-4) 
АҺ, ou\ h, ди,/ av №, дш! диз\ h, ди, 


圆柱 坐标 系 中 常用 公式 ， 
拉 梅 系数 为 h =1, hs =, h,=1 


Wd де, oe as 


V-A = ——(rA,) + 一 一 + 一 Е 
а аф * аг (А-6) 
зд (1868) [ай эм ‚г, эм. (Ат) 
rôp Әг az аг т\аг * ag 
19/ ð 1а?р ә% 
Ve = 190,90), 19е ji 
Е raa P a? a? оз) 
A, A A, A 
va = (va, -3 Је (е, 226-26) + Vase, (А-9) 
rab г Fab р 


($ =аваззвазаа 


球 坐 标 系 中 常用 公式 : 
拉 梅 系数 为 有 =1, hy=r, hy =rsing 
ма - “лә t 290099840) ч (A-11) 
和 
+ (сә Ра = е, (А-12) 
MD es eh nk a caas) 


附录 B ”部 分 习题 参考 答案 


1-4 Vu = – 12е, - 9e, + 16е, 
15 Уш=-5 2 і 
- и = - сусовбе, - узїпбе, 


11 Ў-А=5 УХА = 
116 (1) 不 是 (2) ж 


23 E=- (Z + 0) улар =-2С/ш 
a d 
z с 
2-4 (1) Е, = ы - ) (2) Е, = (3) Е, =0 
2eo Ма +2 225 


25 (1) Ж (2) p=x -xyz 


27 已 = 全 (人 -ee 有 (ee 


SeEor 
28 p= 


3 
a 


21 р, = 


2-19 


2-20 


2-21 
2-22 


2-24 


2 
= 21026, фа. = За х 10V 
Imax 3 


= AG- 
а = 4лА(5- а), B = 9), к, = 40-0) 
ar РЕ 
а 2 “ 
B= {в =). аео на КЕТ), 
ву? Зеу fa Ebr 
е7 00-0 
Зв 2 
r>b, к= Làr E); r<br' >a, E= AG =, 
22, mb py Leal 
r <a, Е = (r-r) = с 
22, 22, 
b b e 
= p Ena = U = 2.718 
“7 b 
K ANÈ к 


K 
a)p, =- 5.9 = 


R (2) р= = 


К 
Е, = ~ бё, T > R; Q, = К 
eEo(e – E)r є 
„ЖЕК 2. в 
eo(e - eo)r 
К 
ln(1 +d) 
To Бы] То (е; 1 Tl & 
Е = ， , = 2 一 |， -2 
а: z] "к 下 人 K 


(1) 6 = 14。 (2) с, =+0.728в,Е, 
介质 2 中 的 E, #10, 在 z=0 处 的 表达 式 分 别 为 


Е,(х,у,0) = 2ye, - 3xey + 2, D,(x,y,0) = co(6ye. - 9xe, + 10e,) 


Tola - xo) 


Xo 
(а-х), х S2 Sa 


To 
ф(х) = ———— x, 0 х=; ф,(х) = 
Ea £a 
Tla – xo) 
E, =- e, 0 <r < 
Esa 
сох, 


Е, 


= ——е,,җ<з<а 
ва 
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2-28 


2-45 


3-2 


3-3 
3-4 


3-6 


3-7 


х= 0,0 <=у<Ь 
х=а,0=у<Ь 
; у= 0,0 =х<а 


у= 0,0 <х<а 


Te sin =“[ sin Tsi 
sinh(V2m) 
q = Vl6neohimg = 5.9 x 10°C 
4 + gq _74 +24 
P= oneh’ "greh 
2 
4 -Rh Rh -1 
F, = ( + + 
"4weo\(B -RR)? (А + К)? za) 
4 ar 
1) E, = Br a Bs 
ЧУР, Amer б Anea 
3(e - ғо)4 (2 一 seo)9 


Ф(х,у,2) = 


err<a 


(2) рь =- (3) №, = 


Anea Amea 8ma 


(1) 1=399А 
由 于 了 的 分 布 是 非 均匀 的 ， 所 以 穿 过 该 面积 沿 x 方向 的 电流 密度 平均 值 和 面积 的 中 心 点 
处 电流 密度 大 小 不 相等 。 


(2) J=296.121A/mz (3) J, =285А/т? 


Lx =0А, 1, =20А 


к, = e, h = 1. 
2mr 6 
ЕД ЕД 


(1) Ё = „a<r <b; E = „Ь<г<с; 
с 
(в +оо. 


{т + уа >) 


УУ &1У2 — ё 
„а <г<с 


(2) с =- Us 


b с b с 
(yaa + yiln 引 ун + yln £) 


3-12 


Рк ~ Po 


(Dp = soh (2) 0 = 二 (3pm -pe) hd 


(3) P = 2-(3ри -pe) BAd 


U. -0, 
= =: In( ta 2). Е З 
of Ci rn( тап 2) sing 
ср 1 AT (пт \ 
==? nsin( Ta)sin( Tye (х > 0); 
P >l упт у. [пт у з 
aee ia a aa r (а 0) 
a Uoy; UY l/d; d, 
B= TERTON 
hd, + уа, уз, + уй, у ж 
Р =1. 59 х 10% 
в = 726-9) +уа(с-Б) „_ 2ту,у;абс% 
Е 2ту,у;абсй„ б T у(Ь-а) +уа(с-Ь) 
1 
К = 
4туа 
_ 2mb 
b-a 


(1) 1=1357.2А 


(2) p = 2вьу„агАЕ(т,) т -w С/ш?, е = -8.85 x 10 C/m? 
Py(r 
(3) wp(m) = -384 000 V 
abU, ау, а», 
Е = ra <cr<b = 1—0, „Беке... 
(1) Фау? a<r J бус” а <т<с; h сау с<г<Ь 
b-a 2т(у, + yı)abU3 
2) R = 3)P = 
(2 2т(у + у)аь (9) b-a 


(1) К=2.19х10°0 (2) 1=2.28x10A (3) J=1.43 x10% A/m? 
(4) Е =2.50x10°V/m (5) P=1.14x10W 


(1) в = 1 (2) Us = 421(V) 
Zaya 


h brih 
(1) R = (2) R = ln 
y(n -п) Yah п 
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_ (т-а)! pol(l - сова) 

ee Отана 

43 (1) Jes 2) Jes (3) J=0; (4) F 不 表示 磁感应 强度 B; 
(5) J=0; (6) 不 表示 磁感应 强度 Bo 


с) В 


Hol ш 
44 (DB =е,217,В, = е, 
-щ)1 
(2) Ј.=0, K, = H e 
2тшог 
4 999 999 


4-5” 细 圆 铁 杆 样品 M = 


4 
Ta е,, ЯРА M = су сє, 


47 (1) Л = 1.33 х10°е, A/m’, J, = 5.31 х 10°е, A/m? 


(2) цг<а, 时 , В=0.833ге„; ?Ча,<г<а,Н{,В = 


А 
Xr > a, 时 ,B = 2102. 
т 
48 B -Eler <a, В -er >а 
а r 
м Bott, NI Hop NIS 
49 ()H= ,B= = 
DE 2т* (2) = отт 
(з) = Еб (4) у = Еб 
2mr атт 
HoMba Mba? 
4-10 B= Н = 
Ша Е в = a И = а “с 
41 Н, = 2m H,, Н, = Эн H, 
Ш +2 Ш + 


4-12 Н, = 2е, + бе, +e, 
4-13 ДЖЕЙ В = (2 500e, - 10е,) mT， 空 气 中 的 B = (0. 002е, +0. 5е,) 


Hode 
4-14 B= = oe + xe,) 


415 (1) B =2x10°T, Н =32A/m 
(2) К. =1. 59 х10*А/т 
(3) ш = 6.25 х 10*Н/т; д, = 498 
(4) М=1. 59 х10*А/т 


1 1 
417 А = GHC? = а2)е,, r< a; A, = Fehon е, r>a 
a 


Дайе, r >а 
r 


1 
B, =- уне”, r < ai В, A 


шт ж 307 


шо + 7) зіпф 2 ва? -Deo p Sg 


418 В, „В, = В, 
тїй $ m 


Wo 
420 L=2.346H, L=0.944H , =1 487 


„ 
Е P b 
аі aj = 0 + ИМЕЛ > 
lór 27(p +m) 
or”, ші mt 
8m Tün tm). 
422 м = В 
` 7208 + Ф) 
4-25 ш, = 5.344 х 107 /т?,ю, = 4.07 х 107 Ј/т?; Ё, = – 0.97 х 10*N/m 
11, 
4-26 Ta ті 
Р 
Ф 
427 (ауь=®® (2) F =- —е, 
П $ 


5-1 (1) – wB„hwcos(wt)cosa (2) – wB „hwcos2wt 


+а 


bw 
52 (1) "у sinwtln Ê 
2т 


kobla 
2m Кш 


(2) 


с+а+и 4 av w ‹] 
с+и (с+и) (с+а+и) 
5-3 Jı =-7.2 х 10-*соз(3 х 10°, – 10:)е, А/ш? 
5-4 Ja = 7.19 х 107віп10°: A/m? 
5-6 В = 3.33 x10 "sin(6.28 х 10°; – 20. 9z)e, Т 
Н = 2.65 х 10 “sin(6. 28 х 10°; – 20. 9:)е, A/m 


Е, 
57 H= Talg 了 sin(ot - kx)e, + ksin Teos( ot -hx)e,] 


Е, Е, 
Ko = T Tsin(wt — kx)e,, Кү, = - sin(wt - hx)e 
mod н" Hood 


5-8 K,=2 
5-10 (1) 是 
0. 150 


(2) k=0.2357rad/m, H = =p oss x 107 – 0. 2357z)e, A/m 


і = – 0. 9432[соз(5 х 10°; — 2.357) – сов(5 х 10°t)] A 


5-11 H =- EAcos(w - ы)е,, Е = – wA сова - kz)e,, S = ŽA cos? (wt — keje, 
ш ш 


(б: тавазљаанаа 


E, п 五 。 Р 
—2сов2хе,, Н = —“е "ее, 


2 
(2) Е = /2Езїп “7е”*соз(шг — Вх)е,, Н = /2НсозВгсоз( wt + 90°)е, 
а 


513 (0 Ё = 


5-14 (1) Н = [4.115 х 103sin(2mx)cos(4m х 10°: – 41. 345:)е, 
— 1.990 х 10 *соз(2пх) зіп(4т х 10° - 41. 345z)e,] A/m 
(2) Е =41. 345 rad/m 
5-15 &=41.41гайё/т 


5-16 522. 82rad/m, Ё = [297. 6cos(15mx) e e, + 339sin( 15mx)e ”>™e,] V/m 
J Я 


518 (1) Е 2 Epee- e, H = Heete 
(2) S = EoHoe cos(wt - 8: + ф,) соз(ох - Bz + ф,)е, 
$„ = EoHoe ?“соз(ф, - ф,)е, 


гй, А ry 
5-19 8 = э? +jwe)e,, Su = 本 
520 5-ЕхН|, = е, +91, 
Imay * 2твца 
A а 
заз (DT= 0078 (2)3 =- 0, (з) 功率 等 于 1 
525 J на, J. О pus 
н ЕЕ z ле, Е = 
А we —7ыїпше,„], = = coste, q сою e, 
w А U. 
5-26 (1) Jp =- sw bsinote, (2) ip = Jp * S =-27lew 一 一 sinwt 
їй mË 
a a 


61 (1) 是 均匀 平面 波 
(2) f=3 xl10*Hz，A = lm х10*т/в, В =6. 243гай/т, 


传播 方向 为 x 方向 ; н = 5 20оон(бт x 10": -pr )eA/m (3) Р=65. 1 


E? Е, 


E, 
6-2 (1)S Sa H = —sink,(z - ct)e, -一 cosko(z 一 ct)ey 
Hot Hot 


Hoc 
E? 
(2) Ж (3) S, =- e, 
шс 
6-3 А=0.21т, f=1.43 x10°Hz, Н = – Зтсоз(9 х 10°: + 30:)е, A/m 
Е = 360т?соз(9 х 10°: + 30:)е, V/m 
6-4 у, =4.94, v=1.35 x 10°m/s 


6-6 (1) Е (x,t) = 6 x 1022 x 10" -到 jevm 


6-7 


6-8 


6-10 


6-11 
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1 
H’ (x,t) = E (эт х 10% - їл), А/т 


(2) E` (x,t) =-6 x 107° (2т х 10% + 2 еу 


Н (x,t) = 


x 10° а. 21 
377 cos( 2m x 102 + Fx)eA/m 
(з)Е=12х 10'sin 2и (2я x 10"t)e, V/m; 


12 x 10° 
377 


Н = 


сов Teos(2r x 10%ї)е,А/т 


РЕТТЕ 


H(x,t) = FUs x 10% 一 Foe A/m, f = 9 x 10Hz , À = 6m, 
= ЈА = 54 x 10°m/s, S = „ч * (18 х 10° - З) W/m? 


(1) v=1.5 xl10*m/s; вау, А =1.5т 


(2) Е(х,0) = 10°со(2т х 10“ -1 + 2), V/m 


-+ zje A/m 


f =3 x10'Hz, А = 1а, v, = 3 x 10"m/s 
È= Е eV/m, H = ‚лее, A/m, 5„ = - 345. 6т^е, W/m? 
/f=10kHz 时 , a~0.4Np/m、 B~0.4rad/m, A =5mm, 0 =3. 142 х10°т/з, т, = 


0.14 / 45" 0; f=10GHz 时 ，a=84.3Np/m、B= 1884. 9бгай/т, А = 


40 
r5 xl0ms, т.а 


h =58 =0. 0033m 


= 2 e, = je,)e? A/m 
Em = –0.98 х10°?У/т, Н, =2. 6x107 A/m; 
E„=1.02x10°V/m, Н, =7.91 х107%А/т 
m=2, в,=2 

(1) 右 旋 圆 极 化 
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(2) 反射 波 电场 为 左旋 图 极 化 , E, =- [ (Зе, + 4e,) + }(бе, - Ве,) ]е”Ү/т 


6:20 (1) Е = VIPEucos(ot -kz)e, + /2Е,соз(ан — kz - т/2)е,, E = Е,(е, -je,)e* 


. r . 2E; 
(2) E, =-Е,(е, -je,)è® (3) K = е. = је,) 
o 
6-23 1. 73ст 
6:24 (1) d=n =0.030nm, n=1, 2, 3, = (2) 5=1.068 


625 6 = aresin /ao] 
z 


6-26 ”TEM 波 ， 左 旋 椭圆 极 化 波 ; k=2.683rad/m 
6-27 Е =3V3cos[wt - ——(a + у) Je, V/m 
25 


Н = 40 Žale, + e,)cos[ wt -了 +y)]A/m 
6-30 (1) /=4.77х10*Н+ (2) 6, =37° 


(з) Ё, =- 10e% e V/m, H, = 10 бе, ~ 8e,) e194 A/m 
No 


(4) 合成 波 E = - j20sin8ze™e, A/m, 
H= (- cos8re re, - 让 sin8ze Fe,) A/m 


$ = (之 sinaze。 = Ё ышве,)у < тА/ш? 
5т 157 
6-31 E(t) = e, mV/m, Н = 1. пА/т, $ = е, пу: њА/а? 
m 120m 
632 (1) 4= -3 
(2) |к| = 5т, А = 0.4m 
(3) Ё = 24т(6 (бе, - 9e, – 8 /6e,)e- V/m 


6-34 (1)Е, =3V3V/m,k = S A = 4m 
(2) Elt) = 3 2(е, – /2е,)усоз[ wt - 0а + Zy - зӘ] V/m 


H(t) = „чё. +e, +32e)eos[ -Tas + зу - а] wm 
o 


6-36 (1) 6 =45° 
(2) f=1.93 х10°Нг, А =1. 11m, В =5. 656гай/т, о =2. 143 x 10°m/s 


(3) 可 以 发 生 全 折射 (4) 可 以 发 生 全 反射 
76 J+ 
5 
7-12 1.47em<R<1.91em 
7-13 ТЕ, ВКЛ 2. 21ст; TE,o 时 的 长 度 为 4. 41ст 
7-14 100MHz 
8-2 285.23W 


8-4 45° 


н ж 
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